
5.4 １次方程式系の解法の応用
ここでは線形結合、線形独立、部分空間、生成系、基底、次元など

線型空間論（線形代数学）の基本的な事項の定義と簡単な性質につい
てまとめる。

線形結合 a1, · · · , an ∈ Cm とする。 α1, · · · , αn ∈ C に対して

α1a1 + · · ·+ αnan =
£
a1 · · · an

¤ α1...
αn

 ∈ Cm

と表されるベクトルを α1, · · · , αn の線形結合という。
例 b ∈ Cm に対して

b が a1, · · · , an の線形結合⇔ rank
£
a1 · · · an

¤
= rank

£
a1 · · · anb

¤
証明 A =

£
a1 · · · an

¤ ∈ M(m,n;C) とおく、このとき

b = α1a1 + · · ·+ αnan と表せる ⇔ A

 α1...
αn

 = b と表せる。
⇔ Ax = b は解を持つ。

ここで定理5.2の系
¡
Ax = bが解を持つ ⇔ rankA = rank

£
A b

¤¢
を思い出せばよい。

証明終
線形独立 a1, · · · , an ∈ Cm の線形結合の表し方が常に一意的で

あるとき a1, · · · , an は線形独立であるといわれる。即ち α1, · · · , αn,
β1, · · · , βn ∈ C に対し

α1a1 + · · ·+ αnan = β1a1 + · · ·+ βnan ⇒ α1 = β1, · · · αn = βn
が成り立つとき a1, · · · , an を線形独立という。移項して考えればこ
れは

α1a1 + · · ·+ αnan = 0 ⇒ α1 = · · · = αn = 0
と同値であることもわかる。線形独立でないとき線形従属であるとい
われる。

例 a1, · · · , an ∈ Cn に対しA =
£
a1 · · · an

¤
とおけば

a1, · · · , anは線形独立 ⇔ detA 6= 0 ⇔ rankA = n
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よって特に ∙
a
c

¸
と
∙
b
d

¸
が線形独立 ⇔ ad− bc 6= 0

証明は定理 4.1 、定理 4.2 及び補題 4.1 より明らか。これは (4.1) の
一般化である。

例 a1 =

∙
0
1

¸
, a2 =

∙
1
i

¸
, a3 =

∙
i
−1

¸
∈ C2 とすると

き、 a1, a2 は線形独立である。 a2, a3 も線形従属であるから当然
a1, a2, a3 も線形従属となる。

記号 a1, · · · , an ∈ Cm の線形結合として表されるベクトルの全
体を

= £ a1 · · · an
¤
, Ca1 + · · ·+ Can,

nX
j=1

Caj

などで表す。A =
£
a1 · · · an

¤
と書いたときには =A と表す。この

記号は A を Cn から Cm への写像とみるとき、第０章第１節の記号と
矛盾しない。さらに a1, · · · , an が線形独立であることがわかってい
る場合には、これらを

Ca1
M

· · ·
M

Can ,
nM
j=1

Caj

などで表す。
部分空間 まずは例より入ろう。

例 5.3 (m,n) 形行列 A に対して V = =A とおけば V ⊂ Cm であ
る。さらに V は次の３性質をみたす：

x, y ∈ V ⇒ x+ y ∈ V(5.18)

x ∈ V, α ∈ C ⇒ αx ∈ V(5.19)

0 ∈ V(5.20)

例 5.4 １次方程式系 Ax = 0 の解空間を kerA で表す；

kerA = {x ∈ Cn|Ax = 0}.
このとき V = ker A とおけば V ⊂ Cn であり、 V は (5.18), (5.19),
(5.20) をみたす。
これらをふまえて、即ち =A, kerA の性質を抽象して、次のように

定義する。
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定義 V が Cm の部分空間であるとは、 V ⊂ Cm であり (5.18),
(5.19), (5.20) をみたすときをいう。

例 V = {0} は部分空間である。また Cm 自身も Cm の部分空間で
ある。

例 5.40 １次方程式系 (#) Ax = b の解空間 Z(#) に対し、

Z(#)がCnの部分空間 ⇔ b = 0

となる。
証明 ⇐ : b = 0 ならば Z(#) = kerA だから例 5.4 に帰着する。

⇒ : a ∈ Z(#) だから 2a ∈ Z(#) となる。 b = A(2a) = 2Aa = 2b
より b = 0 を得る。

証明終

生成系と基底 Cm の部分空間 V に対して V =

nX
j=1

Caj と書けると

き、 a1, · · · , an ∈ Cm は V の生成系であるといわれる。生成系がさ

らに線形独立であれば、即ち V =
nM
j=1

Caj と書ければ、 a1, · · · , an
は V の基底であるといわれる。

例 5.5 ej =


0
...
1
...
0

 ← 第 j行 ; ej ∈ Cm(1 5 j 5 m) とおけば

e1, · · · , em は Cm の基底である。
次の補題は補題 3.6 の一般化である。

補題 5.4 a1, · · · , an ∈ Cmに対しA =
£
a1 · · · an

¤ ∈ M(m,n;C)
とおくとき、
(i) a1, · · · , an は Cm の生成系 ⇔ rankA = m

⇔ A : Cn → Cm は全射
(ii) a1, · · · , an は線形独立 ⇔ rankA = n

⇔ A : Cn → Cm は単射
(iii) a1, · · · , an は Cm の基底 ⇔ rankA = m = n

⇔ A : Cn → Cm は全単射。
証明 補題 3.6 と定義より明らかである。

例 5.6 １次方程式系 (#) Ax = b において a, x1, · · · , xn−r を定
理 5.2 (5.15), (5.16) の通りとする。このとき
(i) x1, · · · , xn−r は kerA の基底である。
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(ii) b 6= 0 ⇔ a, x1, · · · , xn−r は線形独立である。

証明 (i) 生成することは明らか。線形独立であることは
£
x1 · · · xn−r

¤
=

Q

∙ −B
En−r

¸
及び rank

∙ −B
En−r

¸
= n− r よりわかる。

(ii) ⇒ : αa + α1x1 + · · · + αn−rxn−r = 0 とする。 A をかけると
αAa+α1Ax1+· · ·+αn−rAxn−r = 0となるから αb = 0を得る。b 6= 0
より α = 0 となる。 (i) より α1 = · · · = αn−r = 0 となる。
⇐ : もし b = 0 ならば a = 0 よりわかる。

証明終
第１章第５節では写像 f : Cn → Cm が線形であることの定義をした。
ここではこれを少々一般化して部分空間のあいだの写像に対しても線
形性を考える。

定義 V を Cn の部分空間、 W を Cm の部分空間とする。写像
f : V→W が線形であるとは

f (x+ x0) = f(x) + f(x0) , x, x0 ∈ V
f(αx) = αf(x) , α ∈ C, x ∈ V

が成り立つときをいう。線形写像が全単射であるとき同形写像あるい
は単に同形という。同型写像 f : V → W が存在するとき部分空間 V
と W とは同形であるといい V ∼= W と表す。次は明らか。

補題 5.5 V を Cm の部分空間とするとき、
(i) V の基底 a1, · · · , an に対し、写像 f : Cn → V を

f

 α1...
αn

 =

nX
i=1

αiai ,

 α1...
αn

 ∈ Cn
により定めれば f は同形となる。
(ii) 同形 f : Cn → V に対し、 aj = f(ej) (1 5 j 5 n) とおけば
a1, · · · , an は V の基底となる。ここで ej(1 5 j 5 n) は例 5.5 で定め
たものである。
従って V に基底 a1, · · · , an を定めることと同形 f : Cn → V を定

めることとは同値である。

注意 補題 5.5 で f : Cn → V を自然に f : Cn → Cm と考えれ
ば、 f は (m,n)形行列A =

£
a1 · · · an

¤
が定める線形写像である；

f = fA 。

例 5.60 １次方程式系 (#) 。 Ax = 0 において kerA の基底
x1, · · · , xn−r により定まる同形は f (#)0 : Cn−r → kerA である。
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定理 5.5 V を Cm の部分空間とする。
(i) a1, · · · , an ∈ V が線形独立であれば、これに有限個のベクトル
をつけ加えることにより V の基底が得られる。

(ii) V =
X̀
j=1

Cbj 6= {0} ならば b1, · · · , b` の中から V の基底がとり

出せる。

証明 (i) まず整数の部分集合 N を次のように定義する：

N =
©
k ∈ Z|n 5 kかつ a1, · · · , an, a0n+1, · · · , a0k
が線形独立となるような a0n+1, · · · , a0k ∈ Vが存在する

ª
.

補題 5.4 (ii)より「 k ∈ N ⇒ k 5 m」となるから Nは最大値を持つ。
それを改めて k とし a1, · · · , an, a0n+1, · · · , a0k ∈ V が線形独立であ
るとする。ここでもしV % = £ a1 · · · an a0n+1 · · · a0k

¤
とすると

x ∈ V かつ x 6∈ = £ a1 · · · an a0n+1 · · · a0k
¤
となる x が存在す

る。このとき a1, · · · , an, a0n+1, · · · , a0k, xは線形独立となり kが最大
値であることに矛盾する。従ってV = = £ a1 · · · an a0n+1 · · · a0k

¤
となり a1, · · · , an, a0n+1, · · · , a0k は V の基底となる。
(ii) {b1, · · · , b`}の線形独立な部分集合のなかで要素の個数が最大と
なるものは V の基底となる。

証明終
系 Cm の部分空間 V に対し、 V 6= {0} ならば V の基底が存在す

る。

約束 V = {0} の基底を ∅ （空集合）と定義して、部分空間には常
に基底が存在すると考える。

注意 定理 5.5 , (ii) について、 V を生成する {b1, · · · , b`} の部
分集合のなかで要素の個数が最小となるものも V の基底となる。しか
しながらいずれにしてもこれらは基底を求める具体的な手段を与えて
いるわけではない。実際には次のように実行する；b1 6= 0としてよい。
step1. x1 = b1(i1 = 1) とおく。
step2. b2, · · · , b` のなかで x1 の線形結合として表されない最小の

番号を i2 とし x2 = bi2 とおく。
step3. bi2+1, · · · , b` のなかで x1, x2 の線形結合として表されない

最小の番号を i3 とし x3 = bi3 とおく。· · ·
あとはこれを高々`回くり返せばVの基底 x1, x2, · · · 、即ち bi1, bi2 , · · ·
が求まる。
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例 b1 =


1
1
0
0

 , b2 =


4
4
0
0

 , b3 =


0
0
1
1

 , b4 =


−2
−2
3
3

 ,

b5 =


0
1
1
0

 , b6 =


1
2
2
1

 ∈ C4 とし、 V =

5X
j=1

Cbj とおく。このと

き b1, b3, b5 は V の基底である； V = Cb1
L

Cb3
L

Cb5 。

証明 b2 = 4b1 を書けるから b2 ははぶく。 b3 は b1 の線形結合で
は表されないから残す。 b4 = −2b1 + 3b3 と書けるから b4 ははぶく。
b5 は b1, b3 の線形結合では表されないから残す。 b6 = b1 + b3 +b5
と書けるから b6 ははぶく。残ったのは b1, b3, b5 である。

証明終

次元 Cm の部分空間 V が V =

nM
j=1

Caj と表されるとき、 V は n

次元である、または V の次元は n であるといい、 dimC V = n と書
く。補題 5.4 と補題 5.5 より V の次元は基底のとり方によらず定まる
ことがわかる。また上の約束に従って V = {0} のときは dimCV = 0
と定義する。
補題 5.5 より

dimCV = n ⇔ 同形 f : Cn → Vが存在する(5.21)

がわかる。

例 dimCCm = m。またVが Cmの部分空間ならば 0 5 dimCV 5 m
であり、 dimC V = 0 ⇔ V = {0} , dimC V = m ⇔ V = Cm とな
る。

例 V, W を部分空間とするとき、
(i) 全射線形写像 f : V→W が存在する ⇔ dimCV = dimCW
(ii) 単射線形写像 f : V→W が存在する ⇔ dimCV 5 dimCW
(iii) 同形 f : V→W が存在する ⇔ dimC V = dimCW

証明 補題 5.4 と (5.21) より明らか。

定理 5.6 A を (m,n) 形行列、即ち線形写像 A : Cn → Cm とする
とき
(i) =A は Cm の部分空間で dimC =A = rankA となる。
(ii) kerA は Cn の部分空間で dimC ker A = n− rankA となる。
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証明 (i) r = rankAとしてPAQ =
∙
Er 0
0 0

¸
= Bとする。このと

き P(=A) = =B ∼= Cr となるから dimC=A = dimC=B = r となる。
(ii) は例 5.6 より明らか。

証明終
系 (i) dimCCn = dimC kerA + dimC=A

(ii) a1, · · · , an ∈ Cm とするとき、

dimC

Ã
nX
j=1

Caj

!
= rank

£
a1 · · · an

¤
5 n となる。さらに

rank
£
a1 · · · an

¤
は a1, · · · , an のなかの線形独立なベクトルの最

大数である。

証明 (i) 定理 5.6 の (i) と (ii) を加えればよい。
(ii) 前半は定理 5.6 (i) を書き直しただけである。後半は前半と定理 5.5
より明らか。

（証明終）
部分空間の導入に際して =A, ker A がモデルとなった（例 5.3 及び例
5.4）。実は部分空間はすべてこのような形をしていることを次に示す。

定理 5.7 V を Cm の部分集合とするとき、
V は Cm の部分空間である ⇔ V = kerAとなる (`,m)形行列 A

が存在する
⇔ V = =A となる (m,n) 形行列 B
が存在する

即ち任意の部分空間は V = kerA = =B と表される。

証明 V = kerA ⇒ V : 部分空間、V = kerB ⇒ V : 部分空間は
すでに示した。
「 V : 部分空間 ⇒ V = =B 」を示す。 V の基底を b1, · · · , bn と
しB =

£
b1 · · · bn

¤
とおけば V = =B となる。

「 V : 部分空間 ⇒ V = kerA 」を示す。 V の基底を b1, · · · , bn
とする。 b1, · · · , bn ∈ Cm は線形独立だから定理 5.5 (i) より
b1, · · · , bn, a1, · · · , a` が Cm の基底となるような a1, · · · , a` が存
在する。このときA =

£
E` 0

¤ £
a1 · · · a` b1 · · · bn

¤−1 とお
けば A は (`,m) 形行列となる。 x ∈ Cm を x = α1a1 + · · ·+ α`a` +
β1b1 + · · ·+ βnbn (αi, βj ∈ C) と表すとき、
Ax =

£
E` 0

¤ £
a1 · · · a` b1 · · · bn

¤−1
(α1a1 + · · · + α`a` +

β1b1 + · · ·+ βnbn) =
£
E` 0

¤


α1
...
α`
β1
...
βn


=

 α1...
α`


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となるからAx = 0 ⇔
 α1...
α`

 =
 0...
0

 ⇔ x ∈
nM
j=1

Cbj = V 、即ち

kerA = V となる。
証明終

注意 ここで A は単射、 B は全射かつ m > ` + n となっている。
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