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第1章 フーリエ級数

< 区分的に連続な関数 >

{t : a ≦ t ≦ b}を [a , b]と略記する。

[定義1.1] 関数 f(t)が次の条件 1⃝, 2⃝を満たすとき、区間 [a , b]で区分的に連続であるという。

1⃝ [a , b]に属する有限個の点 t1, t2, . . . , tn を除いたところで f(t)は連続である。

2⃝ 各不連続点 tk (1 ≦ k ≦ n) で f(t)の左側極限と右側極限が存在し、有限の値である。

a < tk < bのとき

f(tk − 0) = lim
h→0
h>0

f(tk − h) , f(tk + 0) = lim
h→0
h>0

f(tk + h)

が存在し、有限の値である。tk = aのときは右側極限 f(tk + 0)が存在し、有限の値で

ある。tk = bのときは左側極限 f(tk − 0)が存在し、有限の値である。

例 1 f(t) =


1

t
: t ̸= 0

0 : t = 0
の場合

f(0 + 0) = +∞であるから

区間 [0 , 1]で区分的に連続ではない。

例 2 f(t) = [t] : tを超えない最大整数

の場合は不連続点は t = k（kは整数)

の場合だけである。f(t)は任意有限区間

で区分的に連続である。t = k（整数）のときは

f(k − 0) = k − 1 , f(k + 0) = kである。
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[定義1.2] 任意有限区間で区分的に連続な関数を，単に区分的に連続であるという。

区間 [a , b]で区分的に連続な関数は，[a , b]で積分可能である（証明は 79ページ）。以後被積分関数はすべて

区分的に連続であるとする。
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< 周期関数 >

[定義1.3] 関数 f(t)が周期関数であるとは、ある正定数 pが存在してすべての実数 tに対し f(t+ p) = f(t)が成

立するときをいう。このとき pを f(t)の周期という。

例　自然数 nと実数定数 c0, a1, . . . , an, b1, . . . , bn に対し、関数

f(t) = c0 +

n∑
k=1

{ak cos (kt) + bk sin (kt)}を三角多項式という。

この関数は f(t+ 2π) = f(t)を満たすので、f(t)は周期 2π の周期関数である。

補題 1.1 pを正数とする。f(t)が任意有限区間で積分可能であり，かつ周期 pの周期関数のとき、

任意の実数 aに対し、 ∫ a+p

a

f(t)dt =

∫ p

0

f(t)dt

が成り立つ。

[証明] np ≦ a < (n+ 1)p (nは整数）のとき a = np+ a′ (0 ≦ a′ < p) とおく。

∫ a+p

a

f(t)dt =

∫ (n+1)p+a′

np+a′
f(t)dt

=

∫ p+a′

a′
f(s+ np)ds =

∫ p+a′

a′
f(s)ds

=

∫ p

a′
f(s)ds+

∫ p+a′

p

f(s)ds

=

∫ p

a′
f(s)ds+

∫ a′

0

f(τ + p)dτ =

∫ p

a′
f(τ)dτ +

∫ a′

0

f(τ)dτ

=

∫ p

0

f(τ)dτ （証明終）

系 補題 1.1と同じ仮定の下で,任意の実数 aに対し、∫ a+p

a

f(t)dt =

∫ p
2

− p
2

f(t)dt

が成り立つ。

（注）f(t)が周期 2π の周期関数のとき、任意の実数 bに対し∫ π+b

−π+b

f(t)dt =

∫ π

−π

f(t)dt

が成り立つ。
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< 偶関数と奇関数 >

[定義 1.4] 関数 f(t)が f(−t) = f(t)を満たすとき、 偶関数という。

例 f(t) = K (定数), f(t) = t2n (nは整数),

f(t) = cos t, f(t) = sin2 tなどは偶関数である。

◎ f(t)が偶関数のとき、任意の正定数 aに対し、

　
∫ a

−a

f(t)dt = 2

∫ a

0

f(t)dt

が成立する。

（証明）
∫ 0

−a

f(t)dt =

∫ 0

a

f(−s)(−1)ds (t = −s)

　 = −
∫ 0

a

f(s)ds =

∫ a

0

f(s)ds よりわかる。 （証明終）

　

[定義 1.5] 関数 f(t)が f(−t) = −f(t)を満たすとき、 奇関数という。

例 f(t) = t2n−1 (nは整数), f(t) = sin t , f(t) = tan t,

などは奇関数である。

◎ f(t)が奇関数のとき、任意の正定数 aに対し、

　
∫ a

−a

f(t)dt = 0

が成立する。

（証明）
∫ 0

−a

f(t)dt =

∫ 0

a

f(−s)(−1)ds = −
∫ a

0

f(s)ds よりわかる。 （証明終）

　

次の性質がある。

1⃝　偶関数 × 偶関数 = 偶関数

3⃝　偶関数 × 奇関数 = 奇関数

5⃝　奇関数 + 奇関数 = 奇関数

2⃝　奇関数 × 奇関数 = 偶関数

4⃝　偶関数 + 偶関数 = 偶関数

（注 1）任意の関数 f(t)にたいして、f(t) = g(t) + h(t)を満たす偶関数 g(t)と奇関数

h(t)が存在する。

（注 2）偶関数でかつ奇関数である関数は f(t) = 0（恒等的にゼロ）だけである。
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< 区分的に連続な関数の積分 >

定数 a, b (a < b)に対し、

{t : t ∈ R, a < t < b} = (a, b) , {t : t ∈ R, a ≦ t ≦ b} = [a, b]

と略記する。

補題 1.2

[a, b]で区分的に連続な関数 f(t)と g(t)が有限個の点

s1, s2, · · · , sm (a ≦ si ≦ b)を除いて一致していれば∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

a

g(t)dt

である。

(証明) [a, b]の分割∆ : a = t0 < t1 < · · · < tn = bに対し, f(t)− g(t)のリーマン和を

S∆ =
n∑

k=1

(f(ξk)− g(ξk))(tk − tk−1) (tk−1 ≦ ξk ≦ tk),

分割の最大幅を | ∆ |= max{tk − tk−1 : 1 ≦ k ≦ n} とおくと,

t = si (1 ≦ i ≦ m) 以外では f(t)− g(t) = 0 だから

| S∆ | ≦
m∑
i=1

| f(si)− g(si) | · | ∆ |

より
∫ b

a

{f(t)− g(t)}dt = lim
|∆|→0

S∆ = 0

よって
∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

a

g(t)dt が成り立つ。(証明終)

系

[a, b]で定義された区分的に連続な関数 f(t)と g(t)が有限個の点

を除いて一致していれば∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

a

g(t)dt

である。
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< 準偶関数と準奇関数 >

補題 1.3 正定数 aに対し、区間 [−a, a]で区分的に連続な関数 f(t)が ±t1,±t2, · · · ,±tn
(0 <= t1 < t2 < · · · < tn <= a) 以外で連続であり、その範囲で f(−t) = f(t)が成

り立つとする。このとき∫ a

−a

f(t)dt = 2

∫ a

0

f(t)dt が成り立つ。

[定義 1.6] 補題 1.3の条件を満たす関数 f(t)を [−a, a]で準偶関数ということにする。

（証明） g(t) =

 1
2
{f(t− 0) + f(t+ 0)} : −a < t < a

0 : t = ±a
とおくと

t ̸= ±a, ±tk (1 <= k <= n) のとき g(−t) = f(−t) = f(t) = g(t)であり

g(−tk) =
1

2
{f(−tk − 0) + f(−tk + 0)} = lim

h→0
h>0

1

2
{f(−tk − h) + f(−tk + h)}

= lim
h→0
h>0

1

2
{f(tk + h) + f(tk − h)} =

1

2
{f(tk + 0) + f(tk − 0} = g(tk)

g(−a) = 0 = g(a)より g(−t) = g(t)が −a <= t <= a で成り立つ。

f(t)と g(t)は t = ±a, ±tk(1 <= k <= n) 以外で一致しているから、∫ a

−a

f(t)dt =

∫ a

−a

g(t)dt = 2

∫ a

0

g(t)dt = 2

∫ a

0

f(t)dt （証明終）

補題 1.4 正定数 aに対し、区間 [−a, a]で区分的に連続な関数 f(t)が ±t1,±t2, · · · ,±tn
(0 <= t1 < t2 < · · · < tn <= a) 以外で連続であり、その範囲で f(−t) = −f(t)が

成り立つとする。このとき∫ a

−a

f(t)dt = 0 が成り立つ。

[定義 1.7] 補題 1.4の条件を満たす関数 f(t)を [−a, a]で準奇関数ということにする。なお準偶関数および

準奇関数という名称は本書だけのものであり，一般に用いられている数学用語ではない。

（証明）g(t) =


1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)} : −a < t < a

0 : t = ±a
とおくと

g(−t) = −g(t)が−a <= t <= a で成り立つ。f(t)と g(t)は有限個の点を除いて一致してい

るから∫ a

−a

f(t)dt =

∫ a

−a

g(t)dt = 0 （証明終）
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< 三角関数の積分 >

三角関数の積分は半角の公式や積和公式を使って sin(nt)や cos(nt)の形にしてから積分する。

1⃝ 半角の公式 sin2α =
1− cos(2α)

2
, cos2α =

1 + cos(2α)

2

2⃝ 積和公式 sinα cosβ =
1

2
{sin(α+ β) + sin(α− β)}

cosα cosβ =
1

2
{cos(α+ β) + cos(α− β)}

sinα sinβ =
1

2
{cos(α− β)− cos(α+ β)}

例 1 (1)

∫ π

0

cos2(3t)dt =

∫ π

0

{
1

2
+

1

2
cos(6t)

}
dt =

[
t

2
+

1

12
sin(6t)

]π
0

=
π

2

(2)

∫ π

−π

sin(2t) cos tdt =

∫ π

−π

{
1

2
sin(3t) +

1

2
sin t

}
dt =

[
−1

6
cos(3t)− 1

2
cos t

]π
−π

= 0

例 2 自然数m, n(m ̸= n)に対し, 次式が成立する。

1⃝
∫ π

−π

cos2(nt)dt = π 2⃝
∫ π

−π

sin2(nt)dt = π

3⃝
∫ π

−π

cos(nt) cos(mt)dt = 0 4⃝
∫ π

−π

cos(nt) sin(nt)dt = 0

5⃝
∫ π

−π

cos(nt) sin(mt)dt = 0 6⃝
∫ π

−π

sin(nt) sin(mt)dt = 0

7⃝
∫ π

−π

cos(nt)dt = 0 8⃝
∫ π

−π

sin(nt)dt = 0

9⃝
∫ π

−π

1dt = 2π

この 1⃝～ 9⃝は区間 [−π, π]を定義域とする関数 f(t)の集合を線形空間と考えたとき,

内積 (f, g) =

∫ π

−π

f(t)g(t)dtに関し {1, cos t, sin t, cos(2t), sin(2t), · · · , cos(nt), sin(nt), · · · }

が互いに直交 (f ̸= gならば (f, g) = 0)することを意味する。
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< 三角多項式の係数 >

[定義 1.8] 自然数 nと定数 c0, a1, a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn に対し, 関数

f(t) = c0 +
n∑

k=1

{ak cos(kt) + bk sin(kt)}

を三角多項式という。

補題 1.5 三角多項式 f(t) = c0 +
n∑

k=1

{ak cos(kt) + bk sin(kt)}に対し、次式が成り立つ。

(1)　
∫ π

−π

f(t)dt = 2πc0

(2)　
∫ π

−π

f(t) cos (kt)dt = πak

(3)　
∫ π

−π

f(t) sin (kt)dt = πbk

　

<(2)の証明 >　 f(t) = c0 +

n∑
l=1

{al cos(lt) + bl sin(lt)}と書くと、前ページ例 2より、

∫ π

−π

cos(lt) cos(kt)dt =

 π : l = k

0 : l ̸= k
,

∫ π

−π

sin(lt) cos(kt)dt = 0

∫ π

−π

cos (kt)dt = 0だから

∫ π

−π

f(t) cos (kt)dt =

∫ π

−π

{
c0 +

n∑
l=1

(
al cos(lt) + bl sin(lt)

)}
cos (kt)dt

= c0

∫ π

−π

cos(kt)dt+

n∑
l=1

{
al

∫ π

−π

cos(lt) cos(kt)dt+ bl

∫ π

−π

sin(lt) cos(kt)dt

}
= 0 + ak × π + 0 = πak (証明終)

問　 (1), (3)を証明せよ。

この補題より三角多項式 f(t) = c0 +
n∑

k=1

{ak cos(kt) + bk sin(kt)}の係数は積分によって

　 c0 =
1

2π

∫ π

−π

f(t)dt, ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos (kt)dt, bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin (kt)dt

と表される。
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< フーリエ級数 1 >

　三角多項式 f(t) = c0 +

n∑
k=1

{ak cos(kt) + bk sin(kt)}は周期 2πの周期関数であり、

各係数は積分によって

　 c0 =
1

2π

∫ π

−π

f(t)dt, ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos (kt)dt, bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin (kt)dt

と表される。今 c0 =
a0
2
とおくと、 ak =

1

π

∫ π

−π

f(t) cos (kt)dt (k = 0, 1, 2, · · · )

と書けるので、三角多項式

f(t) =
a0
2

+
n∑

k=1

{ak cos(kt) + bk sin(kt)}

の係数は

(∗) a0 =
1

π

∫ π

−π

f(t)dt, ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos(kt)dt, bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin(kt)dt

と表される。

フランスの数学者 J.B.J.Fourier(1768～1830)は任意の周期 2πの周期関数が

三角多項式の極限

lim
n→∞

(
a0
2

+
n∑

k=1

{ak cos(kt) + bk sin(kt)}

)
=
a0
2

+
∞∑
k=1

{ak cos(kt) + bk sin(kt)}

として表されることを信じた。

[定義1.9] 周期 2πの周期関数 f(t)に対し、(∗)式で定義された係数 a0, ak, bk

を用いた三角多項式の極限を

f(t) ∼ a0
2

+
∞∑
k=1

{ak cos(kt) + bk sin(kt)}

と書き、f(t)のフーリエ級数 (Fourier series)という。

また ak, bk をフーリエ係数という。

例　 f(t)が偶関数のとき、f(t) cos(kt)は偶関数であり、f(t) sin(kt)は奇関数だから

　　 ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos (kt)dt =
2

π

∫ π

0

f(t) cos (kt)dt, bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin (kt)dt = 0となる。

問　 f(t)が奇関数のとき、フーリエ係数を簡単にせよ。
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< フーリエ級数 2 >

例 周期 2πの周期関数 f(t)が

f(t) =


1 : 0 ≦ t < π

0 : −π ≦ t < 0

であるとき (グラフは図 1),フーリエ級数を

求めたい。f(t)は区分的に連続だから

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(t)dt =
1

π

{∫ 0

−π

f(t)dt+

∫ π

0

f(t)dt

}
=

1

π

∫ π

0

1dt =
1

π

[
t
]π
0
= 1

ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos (kt)dt =
1

π

∫ π

0

1 · cos (kt)dt = 1

π

[
1

k
sin (kt)

]π
0

= 0 (k ≧ 1)

bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin (kt)dt =
1

π

∫ π

0

1 · sin (kt)dt = 1

π

[
−1

k
cos (kt)

]π
0

=
1

πk
{− cos (kπ) + cos 0} =

1

πk

{
1− (−1)

k
}

である。フーリエ級数は

f(t) ∼ a0
2

+
∞∑
k=1

{ak cos(kt) + bk sin(kt)} より

f(t) ∼ 1

2
+

∞∑
k=1

1− (−1)
k

πk
sin (kt)

(
=

1

2
+

∞∑
n=1

2

(2n− 1)π
sin
(
(2n− 1)t

))

となる。右図 (図 2) はこのフーリエ級数の

k = 11 (n = 6)までの部分和

S11(t) =
1

2
+

11∑
k=1

1− (−1)
k

πk
sin (kt)

のグラフである。

問 周期 2πの周期関数 f(t)が

f(t) =


0 : 0 ≦ t < π

1 : −π ≦ t < 0

のとき (グラフは図 3), f(t)のフーリエ級数を

求めよ。

��
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< フーリエ級数 3 >

例 f(t)が周期 2πの周期関数で

−π ≦ t < πのとき f(t) = tの場合

(グラフは図 1), f(t)は準奇関数 (P.5)

であるから,奇関数と考えて積分してよい。

よってフーリエ係数は

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(t)dt = 0, ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos(kt)dt = 0 ,

bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin(kt)dt =
2

π

∫ π

0

f(t) sin(kt)dt =
2

π

∫ π

0

t sin(kt)dt

=
2

π

{[
t×

(
−cos (kt)

k

)]π
0
−
∫ π

0

1×
(
−cos (kt)

k

)
dt

}
=

2

π

{
−π
k
cos (kπ) +

[
sin (kt)

k2

]π
0

}

= −2

k
cos (kπ) =

2

k
× (−1)

k+1

となる。よって f(t)のフーリエ級数は

f(t) ∼ a0
2

+
∞∑
k=1

{ak cos(kt) + bk sin(kt)} より

f(t) ∼
∞∑
k=1

2× (−1)
k+1

k
sin (kt)

となる。図 2のグラフは、このフーリエ級数の

k = 6までの部分和

S6(t) =
6∑

k=1

2× (−1)
k+1

k
sin (kt)

のグラフである。

問 周期 2πの周期関数 f(t)が

−π ≦ t < πのとき f(t) = −t

であるとき (グラフは図 3),

f(t)のフーリエ級数を求めよ。 (�}3)
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< フーリエ級数 4 >

例 周期 2πの周期関数 f(t)が

−π ≦ t ≦ πの範囲で f(t) = π − |t|

のとき (グラフは図 1), f(t)は

偶関数である。フーリエ係数は

(�}�P)　

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(t)dt =
2

π

∫ π

0

f(t)dt =
2

π

∫ π

0

(π − t)dt =
2

π

[
πt− t2

2

]π
0

= π

ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos (kt)dt =
2

π

∫ π

0

f(t) cos (kt)dt =
2

π

∫ π

0

(π − t) cos (kt)dt

=
2

π

{[
(π − t) · sin (kt)

k

]π
0
−
∫ π

0

(−1) · sin (kt)
k

dt

}

=
2

π

{
0− 0 +

[
−cos (kt)

k2

]π
0

}
=

2

π

{
−cos (kπ)

k2
+

cos 0

k2

}

=
2

πk2
{
1− (−1)k

}
,

bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin (kt)dt = 0
(
f(t) · sin (kt)は奇関数

)
となる。フーリエ級数は f(t) ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

{ak cos(kt) + bk sin(kt)}より

f(t) ∼ π

2
+

∞∑
k=1

2{1− (−1)k}
πk2

cos (kt)

(
=
π

2
+

∞∑
n=1

4

π(2n− 1)
2 cos

(
(2n− 1)t

))
となる。図 2のグラフはこのフーリエ級数

の k = 7 (n = 4)までの部分和

S7(t) =
π

2
+

7∑
k=1

2{1− (−1)k}
πk2

cos (kt)

のグラフである。
(�}�Q)

問 周期 2πの周期関数 f(t)が

−π ≦ t < πの範囲で f(t) = |t|

のとき (グラフは図 3), f(t)の

フーリエ級数を求めよ。 (�}�R)
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< フーリエ級数 5 >

例 周期 2πの周期関数 f(t)が

−π ≦ t < πの範囲では

f(t) =

 t : 0 ≦ t < π

0 : −π ≦ t < 0

のとき、フーリエ係数は
02

y
y = f(t)

(�}1)

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(t)dt =
1

π

∫ π

0

tdt =
1

π

[ t2
2

]π
0
=
π

2

ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos(kt)dt =
1

π

∫ π

0

t cos(kt)dt =
1

π

{[
t · sin (kt)

k

]π
0
−
∫ π

0

1 · sin (kt)
k

dt

}

=
1

π

{
0− 0 +

[cos (kt)
k2

]π
0

}
=

1

π

{
cos (kπ)

k2
− cos 0

k2

}
=

(−1)
k − 1

πk2

bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin(kt)dt =
1

π

∫ π

0

t sin(kt)dt =
1

π

{[
t ·
(
−cos (kt)

k

)]π
0
−
∫ π

0

1 ·
(
−cos (kt)

k

)
dt

}

=
1

π

{
−π cos (kπ)

k
+
[ sin (kt)

k2

]π
0

}
= −cos (kπ)

k
=

(−1)
k+1

k

となるのでフーリエ級数の第 n部分和 Sn(t)は

Sn(t) =
a0
2

+
n∑

k=1

{ak cos(kt) + bk sin(kt)}

=
π

4
+

n∑
k=1

{
(−1)

k − 1

πk2
cos (kt) +

(−1)
k+1

k
sin(kt)

}

となる。

(�}2)

3 4 5 6 8
14 20

35
50

図 2では n = 3, 4, 5, 6, 8, 14, 20, 35, 50のときの Sn(t)のグラフを −3π ≦ t ≦ 3π + 0.5 までの範囲で手前か

　ら順に描いた図である。見やすくするために手前のグラフを拡大してある。

問 周期 2πの周期関数 f(t)が −π ≦ t ≦ πの範囲では

f(t) =


0 : 1 < t ≦ π

1 : −1 ≦ t ≦ 1

0 : −π ≦ t < −1

のとき、f(t)のフーリエ級数

の第 n部分和 Sn(t)を求めよ。
2

y

y = f(t)

1

¡1 0 1
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< フーリエ級数のグラフ >

例 1 f(t) =

 1 : 0 ≦ t < π

0 : −π < t < 0
のフーリエ級数 f(t) ∼ 1

2
+

∞∑
k=1

1− (−1)k

πk
sin (kt)の第 n部分和

　　　 Sn(t) =
1

2
+

n∑
k=1

1− (−1)k

πk
sin (kt)

　　　のグラフ (図 2から図 5の実線)と

　　　 y = f(t)のグラフ (図 1)

　　　

(図2)

　　　 (図4)

(図1)

(図3)

(図5)

(注) f(t)が不連続な点 (0,±π 等)の近くでは y = Sn(t)のグラフは激しく振動する。これをギブスの現象という。

例 2 f(t) = t(−π ≦ t < π)のフーリエ級数の

第 n部分和

Sn(t) =

∞∑
k=1

2× (−1)k+1

k
sin (kt)

のグラフ (図 7から図 10の実線)と

y = f(t)のグラフ (図 6)

(図7)

(図9)

(図6)

(図8)

(図10)
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< 区分的になめらかな関数 1 >

[定義1.20] 関数 f(t)が次の条件 1⃝, 2⃝を満たすとき,区間 [a,b]で区分的に滑らかであるという。

1⃝[a, b]に属する有限個の点 t1, · · · , tn を除いたところで f(t)は微分可能であり,その範囲で導

関数 f ′(t)は連続である。

2⃝点 tk (1 ≦ k ≦ n)で f(t)および f ′(t)の左側極限と右側極限が存在して有限である。

a < tk < bのときは

f(tk − 0) = lim
h→0
h>0

f(tk − h) , f(tk + 0) = lim
h→0
h>0

f(tk + h)

f ′(tk − 0) = lim
h→0
h>0

f ′(tk − h) , f ′(tk + 0) = lim
h→0
h>0

f ′(tk + h)

が存在して有限である。tk = aのときは右極限 f(tk + 0), f ′(tk + 0)が

存在して有限である。tk = bのときは左側極限 f(tk − 0), f(tk − 0)が存在して有限である。

[定義1.21] f(t)が任意有限区間で区分的に滑らかであるとき, f(t)を単に区分的に滑らかであるという。

例 1 関数 f(t)が周期 2πをもつ周期関数で,微分可能であり,かつその導関数が連続であれば,区分

的に滑らかである。

例 2 f(t)が周期 2πの周期関数で

f(t) =


−1 : −π ≦ t < 0

0 : t = 0

1 : 0 < t < π

のとき f(t)は区分的に滑らかであり

f(0− 0) = −1 , f(0 + 0) = 1 , f(−π − 0) = 1 , f(−π + 0) = −1

f ′(0− 0) = 0 , f ′(0 + 0) = 0 , f ′(−π − 0) = 0 , f ′(−π + 0) = 0

である。
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< 区分的になめらかな関数 2 >

補題1.6 周期 p (p > 0)の周期関数 f(t)が区分的に滑らかであれば

次式が成り立つ。

1⃝ lim
h→0
h>0

f(t+ h)− f(t+ 0)

h
= f ′(t+ 0)

2⃝ lim
h→0
h>0

f(t− h)− f(t− 0)

−h
= f ′(t− 0)

[証明]＜ 1⃝の証明＞

tに対し,正数 δ (> 0)を十分小さくとり,

f̃(s) =


f(s) : t < s ≦ t+ δ

f(t+ 0) : s = t

とおくと f̃(s)は [t, t+ δ]で連続であり, (t, t+ δ)で微分可能である

ようにできる。δ > h > 0である hに対し, f̃ の区間 [t, t+ h]での

平均値の定理から

f(t+ h)− f(t+ 0) = f̃(t+ h)− f̃(t) = hf̃ ′(c) = hf ′(c)

をみたす c (t < c < t+ h)が存在する。よって

f(t+ h)− f(t+ 0)

h
= f ′(c) (t < c < t+ h)

が成り立つ。f は区分的になめらかであるから h→ 0 (h > 0)とすると

c→ t+ 0, f ′(c) → f ′(t+ 0)より

lim
h→0
h>0

f(t+ h)− f(t+ 0)

h
= f ′(t+ 0)

が成り立つ。

2⃝の証明も同様である。
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< フーリエ級数の収束 >

f(t)を周期 2πの周期関数とする。f(t)のフーリエ級数の第 n部分和を

Sn(t) =
a0
2

+
n∑

k=1

{ak cos(kt) + bk sin(kt)}

とおく。

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(t)dt , ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos(kt)dt , bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin(kt)dt

である。

定理1.1 f(t)が区分的に滑らかであれば,全ての実数 tに対して

lim
n→∞

Sn(t) =
1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)}

が成立する。

証明は p26参照。

(注)　 t = t0 で f(t)が連続であれば f(t0 − 0) = f(t0 + 0) = f(t0)より　 lim
n→∞

Sn(t0) = f(t0)が成り立つ。

例 f(t)が P.9の例の場合、−π ≦ t < πでは　 f(t) =

 1 : 0 ≦ t < π

0 : −π < t < 0
　である。

フーリエ級数の第 n部分和は Sn(t) =
1

2
+

n∑
k=1

1− (−1)k

πk
sin (kt) となるから，

フーリエ級数の収束定理より

(∗)　 1

2
+

∞∑
k=1

1− (−1)k

πk
sin (kt) =

1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)}

が成り立つ。t = π
2 のとき

(∗)の左辺 =
1

2
+

∞∑
k=1

1− (−1)k

πk
sin
(kπ

2

)

=
1

2
+

∞∑
n=1

2

π(2n− 1)
sin
(2n− 1

2
π
)

=
1

2
+

2

π

∞∑
n=1

(−1)
n−1

2n− 1
· · · 1⃝

となる。一方 t =
π

2
のとき f(t)は連続だから

(∗)の右辺 =
1

2

{
f
(π
2
− 0
)
+ f

(π
2
+ 0
)}

= f
(π
2

)
= 1 · · · 2⃝

となる。 1⃝= 2⃝より

　
1

2
+

2

π

∞∑
n=1

(−1)
n−1

2n− 1
= 1

だから
∞∑

n=1

(−1)
n−1

2n− 1
=
π

4

が成り立つ。この等式をライプニッツ (Leibniz)の公式という。
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< 一般周期のフーリエ級数 >

正数 L (> 0)と自然数 n (≧ 1)および実数定数 a0, a1, · · · , an, b1, · · · , bn に対し,

S(t) =
a0
2

+
n∑

k=1

{
ak cos

(
πk

L
t

)
+ bk sin

(
πk

L
t

)}
とおくと, S(t+ 2L) = S(t)が成り立つ。すなわち S(t)は周期 2Lの周期関数である。

このとき

1

L

∫ L

−L

S(t)dt = a0 ,
1

L

∫ L

−L

S(t) cos

(
πk

L
t

)
dt = ak ,

1

L

∫ L

−L

S(t) sin

(
πk

L
t

)
dt = bk

が成り立つ。この結果より,周期 2Lの周期関数 f(t)のフーリエ級数は

f(t) ∼ a0
2

+
∞∑
k=1

{
ak cos

(
πk

L
t

)
+ bk sin

(
πk

L
t

)}
(
a0 =

1

L

∫ L

−L

f(t)dt , ak =
1

L

∫ L

−L

f(t) cos

(
πk

L
t

)
dt , bk =

1

L

∫ L

−L

f(t) sin

(
πk

L
t

)
dt

)

と表わされる。前ページの定理 1.1と同様にして,次の定理が成り立つ。

定理1.2 周期 2Lの周期関数 f(t)が区分的に滑らかであれば,

フーリエ級数は全ての実数 tに対して収束し,

lim
n→∞

(
a0
2

+

n∑
k=1

{
ak cos

(
πk

L
t

)
+ bk sin

(
πk

L
t

)})
=

1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)}

が成り立つ。

(証明は P.26)

(注) f(t)が t = t0 で連続であれば, f(t0 − 0) = f(t0 + 0) = f(t0)より

lim
n→∞

(
a0
2

+
n∑

k=1

{
ak cos

(
πk

L
t0

)
+ bk sin

(
πk

L
t0

)})
= f(t0)

が成り立つ。
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< 複素数値関数 >

まず複素数の計算を復習する。

複素数 z = x+ iy (i =
√
−1, xと yは実数)に対し z = x− iyを zの共役な複素数, | z |=

√
x2 + y2を zの絶対

値という。次式が成り立つ。ただしK は実数とする。

1⃝ zz =| z |2 2⃝ z1 + z2 = z1 + z2 3⃝ Kz = Kz 4⃝ z1z2 = z1 z2

(証明) 1⃝, 2⃝, 3⃝は明らか。 4⃝を示す。z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 (x1, y1, x2, y2 は実数)

とすると z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + y1x2) = x1x2 − y1y2 − i(x1y2 + y1x2)

z1 · z2 = (x1 − iy1)(x2 − iy2) = x1x2 − y1y2 − i(x1y2 + y1x2) より等しい。 (証明終)

実数変数 tの複素数値関数 z(t) = φ(t) + iψ(t) (φ(t), ψ(t)は実数値関数)に対し

d

dt
z(t) = lim

h→0

z(t+ h)− z(t)

h
=

d

dt
φ(t) + i

d

dt
ψ(t)

d

dt
Z(t) = z(t) のとき

∫ b

a

z(t)dt = [Z(t)]
b
a = Z(b)− Z(a)

と定めると∫ b

a

(φ(t) + iψ(t))dt =

∫ b

a

φ(t)dt+ i

∫ b

a

ψ(t)dt

より
∫ b

a

z(t)dt =

∫ b

a

z(t)dt が成り立つ。また実数 x, yに対し

オイラーの公式 ex+iy = ex(cos y + i sin y) より次式が従う。

5⃝ d

dt
e(x+iy)t = (x+ iy)e(x+iy)t , 6⃝

∫ b

a

e(x+iy)tdt =

[
1

x+ iy
e(x+iy)t

]b
a

(x+ iy ̸= 0)

(ただし x, yは実数である。)

(証明) 5⃝のみ証明する。

d

dt
e(x+iy)t =

d

dt
ext cos(yt) + i

d

dt
ext sin(yt)

= xext cos(yt)− yext sin(yt) + i
{
xext sin(yt) + yext cos(yt)

}
= (x+ iy)ext cos(yt) + (−y + ix)ext sin(yt) = ext {(x+ iy) cos(yt) + i(x+ iy) sin(yt)}

= (x+ iy)ext {cos(yt) + i sin(yt)} = (x+ iy)ext · eiyt = (x+ iy)e(x+iy)t (証明終)
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< フーリエ級数の複素数表示 1 >

周期 2L (> 0)の周期関数 f(t)のフーリエ級数の第 n部分和を

Sn(t) =
a0
2

+

n∑
k=1

{ak cos(kωt) + bk sin(kωt)}

とおく。ここで ω =
π

L
,

a0 =
1

L

∫ L

−L

f(t)dt , ak =
1

L

∫ L

−L

f(t) cos(kωt)dt , bk =
1

L

∫ L

−L

f(t) sin(kωt)dt

である。オイラーの公式

eiθ = cos θ + i sin θ (i =
√
−1は虚数単位 , θは実数)

より cos θと sin θは

cos θ =
1

2

(
eiθ + e−iθ

)
, sin θ =

1

2i

(
eiθ − e−iθ

)
=
i

2

(
e−iθ − eiθ

)
と表される。この式を Sn(t)の式に代入すると

Sn(t) =
a0
2

+
n∑

k=1

{
ak × 1

2

(
eikωt + e−ikωt

)
+ bk × i

2

(
e−ikωt − eikωt

)}

=
a0
2

+

n∑
k=1

{(
ak
2

− bk
2
i

)
eikωt +

(
ak
2

+
bk
2
i

)
e−ikωt

}

となる。ここで

c0 =
a0
2

, ck =
ak
2

− bk
2
i , c−k =

ak
2

+
bk
2
i

とおくと

Sn(t) = c0 +
n∑

k=1

{
cke

ikωt + c−ke
−ikωt

}

= c0 +

n∑
k=1

cke
ikωt +

n∑
k=1

c−ke
−ikωt

= c0e
0 +

n∑
k=1

cke
ikωt +

−1∑
k=−n

cke
ikωt

=
n∑

k=−n

cke
ikωt

と表される。
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< フーリエ級数の複素数表示 2 >

前ページの ck , c−k , c0 は

ck =
1

2
{ak − bki} =

1

2

{
1

L

∫ L

−L

f(t) cos(kωt)dt− i

L

∫ L

−L

f(t) sin(kωt)dt

}

=
1

2L

∫ L

−L

f(t) {cos(kωt)− i sin(kωt)} dt = 1

2L

∫ L

−L

f(t)e−ikωtdt · · · 1⃝

c−k =
1

2
{ak + bki} =

1

2

{
1

L

∫ L

−L

f(t) cos(kωt)dt+
i

L

∫ L

−L

f(t) sin(kωt)dt

}

=
1

2L

∫ L

−L

f(t) {cos(kωt) + i sin(kωt)} dt = 1

2L

∫ L

−L

f(t)eikωtdt · · · 2⃝

c0 =
a0
2

=
1

2
× 1

L

∫ L

−L

f(t)dt =
1

2L

∫ L

−L

f(t)e0dt · · · 3⃝ と表される。

1⃝, 2⃝, 3⃝より　 Sn(t) =
n∑

k=−n

cke
ikωt の係数 ck は、いずれも

　　　　 ck =
1

2L

∫ L

−L

f(t)e−kωtdt (−n ≦ k ≦ n)

と表される。ここで n→ ∞の極限を考えると、f(t)のフーリエ級数は

　　　 f(t) ∼ lim
n→∞

Sn(t) =
∞∑

k=−∞

cke
ikωt

となる。よって周期 2Lの周期関数 f(t)のフーリエ級数は

f(t) ∼ a0
2

+
∞∑
k=1

{ak cos(kωt) + bk sin(kωt)} =
∞∑

k=−∞

cke
ikωt

と表される。ここで ω =
π

L
, ck =

1

2L

∫ L

−L

f(t)e−ikωtdt,

a0 =
1

L

∫ L

−L

f(t)dt , ak =
1

L

∫ L

−L

f(t) cos(kωt)dt , bk =
1

L

∫ L

−L

f(t) sin(kωt)dt

である。

[定義1.22]

∞∑
k=−∞

cke
ikωt を f(t)のフーリエ級数の複素数表示または複素フーリエ級数という。

(注)　 ck と eikωt は共に複素数であるが,

　　　 cke
ikωt + c−ke

−ikωt = ak cos(kωt) + bk sin(kωt)

　　　は実数である。
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< ディレクレ核 >

[定義 1.23] 正数 Lに対し、ω =
π

L
とおく。自然数 nに対し

Dn(t) =
1

2L

n∑
k=−n

eikωt

を ディリクレ (Dirichlet)核という。次が成り立つ。

補題 1.7 1⃝
∫ L

−L

Dn(t)dt = 1 2⃝ Dn(−t) = Dn(t)

3⃝
∫ 0

−L

Dn(t)dt =

∫ L

0

Dn(t)dt =
1

2
4⃝ Dn(t+ 2L) = Dn(t)

5⃝ Dn(t) =


sin((n+ 1

2 )ωt)
2L sin(ω

2 t)
2n+1
2L

: 0 < |t| ≦ L のとき

: t = 0 のとき

<証明 >

1⃝ k ̸= 0のとき
∫ L

−L

eikωtdt =

[
1

ikω
eikωt

]L
−L

=
1

ikω

{
eikωL − e−ikωL

}
=

1

ikω
{eikπ − e−ikπ} =

1

ikω
{cos(kπ) + i sin(kπ)− cos(kπ) + i sin(kπ)} = 0 より

∫ L

−L

Dn(t)dt =

n∑
k=−n

1

2L

∫ L

−L

eikωtdt =

−1∑
k=−n

1

2L

∫ L

−L

eikωtdt+
1

2L

∫ L

−L

e0dt+

n∑
k=1

1

2L

∫ L

−L

eikωtdt

= 0 +
1

2L

∫ L

−L

dt+ 0 = 1

2⃝ Dn(−t) =
1

2L

n∑
k=−n

e−ikωtdt =
1

2L

n∑
k=−n

eikωt = Dn(t)

3⃝ は 1⃝ と 2⃝ より明らか。

4⃝ Dn(t+ 2L) =
1

2L

n∑
k=−n

eikω(t+2L) =
1

2L

n∑
k=−n

eikωt+2πi =
1

2L

n∑
k=−n

eikωt = Dn(t)

5⃝ t = 0 のとき Dn(0) =
1

2L

n∑
k=−n

e0 =
2n+ 1

2L
である。 0 < |t| ≦ L のとき eiωt ̸= 1 より

Dn(t) =
1

2L

n∑
k=−n

eikωt =
1

2L
(eiωt)−n

2n∑
k=0

(eiωt)k

=
1

2L
e−inωt × 1− (eiωt)2n+1

1− eiωt
=
e−inωt − ei(n+1)ωt

2L(1− eiωt)

=
e−i(n+ 1

2 )ωt − ei(n+
1
2 )ωt

2L(e−
i
2ωt − e

i
2ωt)

=
−2i sin

(
(n+ 1

2 )ωt
)

2L× {−2i sin(ω2 t)}
=

sin
(
(n+ 1

2 )ωt
)

2L sin(ω2 t)

(証明終)
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< ベッセルの不等式 >

正数 Lに対し、周期 2Lの周期関数 f(t)のフーリエ級数の第 n部分は

Sn(t) =
n∑

k=−n

cke
ikωt ,

(
ω =

π

L
, ck =

1

2L

∫ L

−L

f(t)e−ikωtdt

)
と表される。

補題 1.8 次の不等式が成り立つ。

(∗)
n∑

k=−n

|ck|2 ≦ 1

2L

∫ L

−L

|f(t)|2dt

(証明) 前ページ 1⃝ の証明より、整数 k, ℓ に対し
1

2L

∫ L

−L

ei(k−ℓ)ωtdt =

 1 : k = ℓ

0 : k ̸= ℓ
である。

1

2L

∫ L

−L

| Sn(t) |2 dt =
1

2L

∫ L

−L

Sn(t) · Sn(t)dt =
1

2L

∫ L

−L

(
n∑

k=−n

cke
ikωt

)
·

(
n∑

ℓ=−n

ckeiℓωt

)
dt

=
n∑

k=−n

n∑
ℓ=−n

1

2L

∫ L

−L

(
cke

ikωt
)
·
(
cℓe

−iℓωt
)
dt =

n∑
k=−n

n∑
ℓ=−n

ck · cℓ
1

2L

∫ L

−L

ei(k−ℓ)ωtdt

=

n∑
k=−n

ck · ck =

n∑
k=−n

| ck |2 である。また ck =
1

2L

∫ L

−L

f(t)e−ikωtdt に対して

ck =
1

2L

∫ L

−L

f(t)e−ikωtdt =
1

2L

∫ L

−L

f(t)eikωtdt (f(t)は実数)だから

1

2L

∫ L

−L

Sn(t)f(t)dt =

n∑
k=−n

1

2L

∫ L

−L

cke
ikωtf(t)dt =

n∑
k=−n

ck × 1

2L

∫ L

−L

f(t)eikωtdt

=
n∑

k=−n

ck × ck =
n∑

k=−n

| ck |2 である。この結果から

1

2L

∫ L

−L

| Sn(t)− f(t) |2 dt = 1

2L

∫ L

−L

{| Sn(t) |2 −2Sn(t)f(t)+ | f(t) |2}dt

=
1

2L

∫ L

−L

| Sn(t) |2 dt− 2× 1

2L

∫ L

−L

Sn(t)f(t)dt+
1

2L

∫ L

−L

| f(t) |2 dt

=
n∑

k=−n

| ck |2 −2×
n∑

k=−n

| ck |2 +
1

2L

∫ L

−L

| f(t) |2 dt

=
1

2L

∫ L

−L

| f(t) |2 dt−
n∑

k=−n

| ck |2 である。よって

1

2L

∫ L

−L

| f(t) |2 dt−
n∑

k=−n

| ck |2= 1

2L

∫ L

−L

| Sn(t)− f(t) |2 dt ≧ 0 より

不等式 (∗)が得られる。 (証明終)

(注) 不等式 (∗) を ベッセル (Bessel)の不等式という。
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< パーセバルの等式 >

周期 2Lの周期関数 f(t)のフーリエ係数は、 ck =
1

2L

∫ L

−L

f(t)e−ikωtdt
(
ω =

π

L

)
,

a0 =
1

L

∫ L

−L

f(t)dt, ak =
1

L

∫ L

−L

f(t) cos(kωt)dt, bk =
1

L

∫ L

−L

f(t) sin(kωt)dt

であった。ここで c0 =
a0
2
, ck =

1

2
(ak − bki) , c−k =

1

2
(ak + bki) の関係から

| c0 |2= | a0 |2

4
, | ck |2= 1

4

(
| ak |2 + | bk |2

)
(k = ±1, ±2, · · · , ±n) である。

前ページのベッセルの不等式から

n∑
k=−n

| ck |2= | a0 |2

4
+

1

2

n∑
k=1

(
| ak |2 + | bk |2

)
≦ 1

2L

∫ L

−L

| f(t) |2 dt (n ≧ 1)

となる。ここで n→ ∞ の極限をとると、左辺は単調増大列で収束するので次式が得られる。

補題 1.9 次式が成り立つ。

∞∑
k=−∞

| ck |2= 1

4
| a0 |2 +

1

2

∞∑
k=1

(
| ak |2 + | bk |2

)
≦ 1

2L

∫ L

−L

| f(t) |2 dt

この不等式もベッセルの不等式という。また次の定理が成り立つ。

定理 1.3 f(t) が [−L, L] で連続であれば lim
n→∞

∫ L

−L

| Sn(t)− f(t) |2 dt = 0

(注) この定理の収束を (Sn(t)が f(t)への) 二乗平均収束という。この定理の証明は p.90 を参照。

補題 1.10 f(t) が [−L, L] で連続であれば、次式が成り立つ。
∞∑

k=−∞

| ck |2= | a0 |2

4
+

1

2

∞∑
k=1

(
| ak |2 + | bk |2

)
=

1

2L

∫ L

−L

| f(t) |2 dt

(注) この補題の等式をパーセバル (Parseval)の等式という。

(証明) 前ページの証明の等式
1

2L

∫ L

−L

| f(t) |2 dt−
n∑

k=−n

| ck |2= 1

2L

∫ L

−L

| Sn(t)− f(t) |2 dt

と定理 1.3，補題 1.9より明らか。

例 L = π, f(t) = π− | t | (−π ≦ t ≦ π) のとき p11より a0 = π, ak =
2{1− (−1)k}

πk2
, bk = 0

である。 f(t)は [−π, π] で連続だからパーセバルの等式より

π2

4
+

1

2

∞∑
k=1

∣∣∣∣2{1− (−1)k}
πk2

∣∣∣∣2 =
1

2π

∫ π

−π

| π− | t ||2 dt = 1

π

∫ π

0

(π − t)2dt

π2

4
+

2

π2

∞∑
n=1

22

(2n− 1)4
=

1

π

[
− (π − t)3

3

]π
0

=
π3

3
だから等式

∞∑
n=1

1

(2n− 1)4
=
π4

96

が得られる。
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< リーマン・ルベーグの補題 >

周期 2Lの周期関数 f(t)のフーリエ係数は ck =
1

2L

∫ L

−L

f(t)e−ikωtdt
(
ω =

π

L

)
,

a0 =
1

L

∫ L

−L

f(t)dt, ak =
1

L

∫ L

−L

f(t) cos(kωt)dt, bk =
1

L

∫ L

−L

f(t) sin(kωt)dt

である。

補題 1.11 次式が成り立つ。

1⃝ lim
n→∞

| an |= 0 2⃝ lim
n→∞

| bn |= 0

[証明 ] 1⃝を示す。ベッセルの不等式

∞∑
k=1

| ak |2 ≦ | a0 |2

2
+

∞∑
k=1

(
| ak |2 + | bk |2

)
≦ 1

L

∫ L

−L

| f(t) |2 dt < ∞

より lim
n→∞

n∑
k=1

| ak |2 は収束する。その和を S とし，
n∑

k=1

| ak |2= Sn とおくと，

lim
n→∞

| an |2= lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = S − S = 0

だから， lim
n→∞

| an |= 0 すなわち， 1⃝が成り立つ。 2⃝も同様である。 (証明終)

補題 1.12 次式が成り立つ。

1⃝ lim
n→∞

∫ L

−L

f(t) cos(nωt)dt = 0 2⃝ lim
n→∞

∫ L

−L

f(t) sin(nωt)dt = 0

ここで ω =
π

L
である。

(注) この補題をリーマン・ルベーグの補題という。

[証明 ] 補題 1.11より

lim
n→∞

∫ L

−L

f(t) cos(nωt)dt = lim
n→∞

L× 1

L

∫ L

−L

f(t) cos(nωt)dt = lim
n→∞

L× an = 0

より 1⃝が示された。 2⃝も同様である。(証明終)
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< フーリエ級数の収束定理の証明 1 >

定理1.4 周期 2Lの周期関数 f(t)が区分的に滑らかであれば

lim
n→∞

∫ L

−L

f(s)Dn(t− s)ds =
1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)}

がすべての実数 tに対して成立する。ここでDn(t)はディリクレ核 (p21)である。

<証明 > Dn(t) は偶関数であり、 f(u+ t)Dn(u) は周期 2Lの周期関数だから∫ L

−L

f(s)Dn(t− s)ds =

∫ L

−L

f(s)Dn(s− t)ds =

∫ L+t

−L+t

f(u+ t)Dn(u)du

=

∫ L

−L

f(u+ t)Dn(u)du となる。ここで

In =

∫ L

−L

f(u+ t)Dn(u)du− 1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)}

IIn =

∫ 0

−L

f(u+ t)Dn(u)du− 1

2
f(t− 0), IIIn =

∫ L

0

f(u+ t)Dn(u)du− 1

2
f(t+ 0)

とおく。ディリクレ核の性質 (補題 1.7)より

IIn =

∫ 0

−L

f(u+ t)Dn(u)du− f(t− 0)×
∫ 0

−L

Dn(u)du =

∫ 0

−L

{f(u+ t)− f(t− 0)}Dn(u)du

=

∫ L

0

{f(t− s)− f(t− 0)}Dn(s)ds =
1

2L

∫ L

0

{
f(t− s)− f(t− 0)

sin(ω2 s)

}
· sin

((
n+

1

2

)
ωs

)
ds

と表される。ここで

F (s) =


f(t−s)−f(t−0)

sin(ω
2 s) : 0 < s ≦ L

0 : s = 0

とおく。 f(t) は区分的に滑らかであるから補題 1.6より

lim
s → 0
s > 0

F (s) = lim
s → 0
s > 0

f(t− s)− f(t− 0)

−s
×
{
−

ω
2 s

sin(ω2 s)

}
× 2

ω

=
2

ω
f ′(t− 0)× (−1)× 2

ω
= −2L

π
f ′(t− 0)

となるから， F (s) は [0, L] で区分的に連続である。ここで

f1(s) =

 F (s) cos(ω2 s) : 0 < s ≦ L

0 : −L ≦ s ≦ 0
, f2(s) =

 F (s) sin(ω2 s) : 0 < s ≦ L

0 : −L ≦ s ≦ 0

とおく。
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< フーリエ級数の収束定理の証明 2 >

<定理 1.4の証明の続き >

F (s)が区分的に連続だから、f1(s)と f2(s)も区分的に連続である。

[−L, L]で区分的に連続であれば、有界で積分可能である。

従って f1(s)と f2(s)に対するリーマン・ルベーグの補題より

lim
n→∞

IIn = lim
n→∞

1

2L

∫ L

0

F (s) sin

((
n+

1

2

)
ωs

)
ds

= lim
n→∞

1

2L

{∫ L

0

F (s) cos
(ω
2
s
)
· sin(nωs)ds+

∫ L

0

F (s) sin
(ω
2
s
)
· cos(nωs)ds

}

= lim
n→∞

1

2L

{∫ L

−L

f1(s) · sin(nωs)ds+
∫ L

−L

f2(s) · cos(nωs)ds

}
= 0

が成り立つ。同様にして lim
n→∞

IIIn = lim
n→∞

{∫ L

0

f(u+ t)Dn(u)du− 1

2
f(t+ 0)

}
= 0 も

示される。 よって

lim
n→∞

[∫ L

−L

f(s)Dn(t− s)ds− 1

2

{
f(t− 0) + f(t+ 0)

}]
= lim

n→∞
In = lim

n→∞
(IIn + IIIn) = 0

(証明終)

< 定理 1.2の証明 >

f(t)のフーリエ級数の第 n部分和を

Sn(t) =
a0
2

+
n∑

k=1

{
ak cos(kωt) + bk sin(kωt)

}
=

n∑
k=−n

cke
ikωt

(
ω =

π

L

)
とおくと

Sn(t) =

n∑
k=−n

cke
ikωt =

n∑
k=−n

{
1

2L

∫ L

−L

f(s)e−ikωsds

}
eikωt

=

∫ L

−L

f(s)

{
1

2L

n∑
k=−n

eikω(t−s)

}
ds =

∫ L

−L

f(s)Dn(t− s)ds

と表される。よって定理 1.4より

lim
n→∞

Sn(t) = lim
n→∞

∫ L

−L

f(s)Dn(t− s)ds =
1

2

{
f(t− 0) + f(t+ 0)

}
が成り立つ。 (証明終)
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< フーリエ級数の練習 >

問 1 周期 2πの周期関数 f(t)が次の場合に、f(t)のフーリエ級数を求めよ。

(1) f(t) =

 π
2 : 0 ≦ t < π

0 : −π ≦ t < 0
(2) f(t) =



0 : π
2 ≦ t < π

π
2 : 0 ≦ t < π

2

−π
2 : −π

2 ≦ t < 0

0 : −π ≦ t < −π
2

(3) f(t) = |t| − π (−π ≦ t < π) (4) f(t) =
1

2
t2 (−π ≦ t < π)

問 2 問 1(3)のフーリエ級数の収束の結果を利用して、
∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
の値を求めよ。

問 3 問 1(2)のフーリエ級数の収束の結果を利用して、
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
の値を求めよ。

問 4 問 1(4)のフーリエ級数の収束の結果を利用して、次の和を求めよ。

1⃝
∞∑
k=1

(−1)k−1

k2
2⃝

∞∑
k=1

1

k2

問 5 問 1(4)のフーリエ級数にパーセバルの等式を適用することによって、
∞∑
k=1

1

k4
の値を求めよ。

問 6 自然数 nと定数 t (̸= 2mπ, m = 0, ±1, ±2, · · · )に対し、次式が成り立つことを証明せよ。

1 + 2

n∑
k=1

cos(kt) =
sin
(
(n+ 1

2 )t
)

sin t
2
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第2章 フーリエ変換

< 極限 >

x→ +∞, x→ −∞のときの極限を復習する。

1⃝ 0 < r < 1 のとき lim
x→+∞

rx = 0 , lim
x→−∞

rx = lim
y→+∞

(
1

r

)y

= +∞

2⃝ r > 1 のとき lim
x→+∞

rx = +∞ , lim
x→−∞

rx = lim
y→+∞

(
1

r

)y

= 0

例 1 lim
b→+∞

e−2b = 0 , lim
a→−∞

e−2a = +∞

例 2 lim
x→+∞

x

e2x
= lim

x→+∞

d
dxx
d
dxe

2x
= lim

x→+∞

1

2e2x
= 0 (ロピタルの定理 (P91)より)

例 3 lim
b→+∞

e(−2+3i)b を考える。 ここで

e(−2+3i)b = e−2b × e3ib

|e3ib| = | cos(3b) + i sin(3b)|

=

√
cos2(3b) + sin2(3b) =

√
1 = 1 だから∣∣∣e(−2+3i)b

∣∣∣ = ∣∣e−2b
∣∣ · ∣∣e3ib∣∣ = e−2b −→ 0 (b→ ∞)

より lim
b→∞

e(−2+3i)b = 0

(注) 例 3の収束は複素数平面上の点 e(−2+3i)b = e−2b cos(3b) + ie−2b sin(3b)

が原点 Oに近づくことを意味する。

問 次の極限値を求めよ。ただし α, β > 0, t ̸= 0とする。

(1) lim
b→∞

e−αb (2) lim
a→−∞

eβa

(3) lim
x→∞

ex

x
(4) lim

n→∞

√
n

2
√
π
e−

n
4 t2

(5) lim
b→∞

e−(2+3i)b (6) lim
a→−∞

1

2 + 3i
e(2+3i)a
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< 広義積分 1 >

[定義2.1] 任意の有限区間で積分可能な関数 f(t) に対して、極限

lim
b→∞

∫ b

a

f(t)dt , lim
a→−∞

∫ b

a

f(t)dt , lim
b → ∞
a → −∞

∫ b

a

f(t)dt

がそれぞれ存在する場合は、その値を

lim
b→∞

∫ b

a

f(t)dt =

∫ ∞

a

f(t)dt , lim
a→−∞

∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

−∞
f(t)dt

lim
b → ∞
a → −∞

∫ b

a

f(t)dt =

∫ ∞

−∞
f(t)dt

と書き、広義の定積分 または広義積分という。

(注1) lim
b→∞

∫ b

−b

f(t)dt が存在しても lim
b → ∞
a → −∞

∫ b

a

f(t)dt が存在しない場合がある。

例 1 f(t) = sgn(t) =


1 : t > 0のとき

0 : t = 0のとき

−1 : t < 0のとき

(符号関数) の場合
∫ b

−b

f(t)dt = 0 より

lim
b→∞

∫ b

−b

f(t)dt は存在するが lim
b → ∞
a → −∞

∫ b

a

f(t)dt は存在しない。

(注2) 極限 lim
b→∞

∫ b

−b

f(t)dt が存在する場合、 lim
b→∞

∫ b

−b

f(t)dt を
∫ ∞

−∞
f(t)dt の主値という。

例 2

∫ ∞

−∞
e−2|t|+3itdt = lim

b → ∞
a → −∞

∫ b

a

e−2|t|+3itdt = lim
b → ∞
a → −∞

{∫ 0

a

e2t+3itdt+

∫ b

0

e−2t+3itdt

}

= lim
b → ∞
a → −∞

{[
1

2 + 3i
e(2+3i)t

]0
a

+

[
1

−2 + 3i
e(−2+3i)t

]b
0

}

= lim
b → ∞
a → −∞

{
1

2 + 3i
− 1

2 + 3i
e(2+3i)a +

1

−2 + 3i
e(−2+3i)b − 1

−2 + 3i

}

ここで
∣∣∣e(2+3i)a

∣∣∣ = e2a → 0 (a→ −∞),
∣∣∣e(−2+3i)b

∣∣∣ = e−2b → 0 (b→ ∞) より∫ ∞

−∞
e−2|t|+3itdt =

1

2 + 3i
− 1

−2 + 3i
=

2− 3i+ 2 + 3i

(2 + 3i)(2− 3i)
=

4

13

問 次の値を求めよ。ただし、 α, β, r (α > 0, β > 0, r > 1) は定数とする。

(1)

∫ ∞

0

e−αtdt (2)

∫ 0

−∞
eβtdt

(3)

∫ ∞

1

1

tr
dt (4)

∫ ∞

−∞
e−α|t|+βitdt
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< 広義積分 2 >

定理 2.1 定数 α, β に対し、次式が成り立つ。ただし α > 0

(1)

∫ ∞

0

e−αt cos(βt)dt =
α

α2 + β2

(2)

∫ ∞

0

e−αt sin(βt)

t
dt = tan−1

(
β

α

)

(3)

∫ ∞

0

sin t

t
dt =

π

2

<証明の概略 >

(1) I =

∫ ∞

0

e−αt cos(βt)dtとおくと部分積分法より

I =

[
− 1

α
e−αt cos(βt)

]t=∞

t=0

−
∫ ∞

0

1

α
e−αtβ sin(βt)dt =

1

α
− β

α

∫ ∞

0

e−αt sin(βt)dt

=
1

α
− β

α

{[
− 1

α
e−αt sin(βt)

]t=∞

t=0

+

∫ ∞

0

1

α
e−αββ cos(βt)dt

}

=
1

α
−

(
β

α

)2 ∫ ∞

0

e−αt cos(βt)dt =
1

α
−

(
β

α

)2

I

であるから

I =
1

α
−

(
β

α

)2

I ⇒ I =
1
α

1 +
(
β
α

)2 =
α

α2 + β2

(2) fα(x) =

∫ ∞

0

e−αt sin(xt)

t
dtとおいて xで微分すると

d

dx
fα(x) =

∫ ∞

0

e−αt
d
dx

sin(xt)

t
dt =

∫ ∞

0

e−αt cos(xt)dt =
α

α2 + x2

よって fα(x) = tan−1
(x

α

)
+ C (C は定数)。 ここで x = 0のとき

fα(0) =

∫ ∞

0

e−αt 0

t
dt = 0 より C = 0 よって fα(x) = tan−1

(x

α

)

従って
∫ ∞

0

e−αt sin(βt)

t
dt = fα(β) = tan−1

(
β

α

)

(3)

∫ ∞

0

sin t

t
dt = lim

α→0
α>0

∫ ∞

0

e−αt sin t

t
dt = lim

α→0
α>0

tan−1

(
1

α

)
=

π

2

(注)上記定理 (2),(3)の厳密な証明は P99,100を参照されたい。
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< 広義積分 3 >

定理 2.2

∫ ∞

0
e−x2

dx =

√
π

2

＜証明＞(∫ ∞

0

e−x2

dx

)2

= lim
R→∞

(∫ R

0

e−x2

dx

)2

= lim
R→∞

(∫ R

0

∫ R

0

e−x2−y2

dxdy

)

DR = {(x, y) : x ≧ 0, y ≧ 0, x2 + y2 ≦ R2}

とおくと

DR ⊂ {(x, y) : 0 ≦ x ≦ R, 0 ≦ y ≦ R} ⊂ D√
2R

より

（※）
∫∫

DR

e−x2−y2

dxdy ≦
∫ R

0

∫ R

0

e−x2−y2

dxdy ≦
∫∫

D√
2R

e−x2−y2

dxdy

である。x = r cos θ, y = r sin θ と変数変換すると
∂(x, y)

∂(r, θ)
= r より

∫∫
DR

e−x2−y2

dxdy =

∫ π
2

0

dθ

∫ R

0

e−r2rdr =
π

2
×

[
−1

2
e−r2

]r=R

r=0

=
π

4

(
1− e−R2

)
である。（※）より

π

4
(1− e−R2

) ≦
(∫ R

0

e−x2

dx

)2

≦ π

4
(1− e−2R2

)

ここで R → ∞ とすると

π

4
≦

(∫ ∞

0

e−x2

dx

)2

≦ π

4

より
(∫ ∞

0

e−x2

dx

)2

=
π

4
となる。（証明終）

(注 1) f(x) = e−x2

は急減少関数 (P.38)であるから∫ ∞

0

e−x2

dx = lim
b→∞

∫ b

0

e−x2

dxは収束する。

(注 2) 多項式（整式）,分数関数,べき関数,三角関数,逆三角関数,指数関数,対数関数,双曲線関数,

逆双曲線関数およびそれらの関数を組み合わせて得られる関数を初等関数という。

不定積分
∫

e−x2

dx,

∫
sinx

x
dx,

∫
1

log x
dx,

∫
1

xex
dx,

∫
cosx

x
dx,

∫
sin (x2)dx等は初等関数では

表されないことがわかっている。

しかし不定積分がわからなくても，定積分が求まることがある。

∫ ∞

0

sin t

t
dt =

π

2
,

∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2

はその代表的な例であり，フーリエ解析に重要な役割を果す。
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< フーリエ変換の導出 >

周期 2Lの周期関数 f(t)のフーリエ級数は

f(t) ∼
∞∑

k=−∞

cke
ikωt

であった。ここで

ω =
π

L
, ck =

1

2L

∫ L

−L

f(t)e−ikωtdt

である。

f(t)が周期関数でないときは、f(t)をフーリエ級数で表現できない。

そのときは周期 2Lが無限大 (= ∞) の関数と考えて、 L→ ∞の極限を考える。

FL(x) =

∫ L

−L

f(t)e−ixtdt, F (x) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt

とおくと ω =
π

L
より

ck =
1

2L
FL(kω) =

ω

2π
FL(kω)

である。ここで ω = ∆xとおくと、L→ ∞ のとき∆x→ 0であり、FL(x) → F (x)より

k∆x→ x と考えて、

f(t) ∼
∞∑

k=−∞

cke
ikωt =

∞∑
k−∞

ω

2π
FL(kω)e

ikωt

=
∞∑

k=−∞

1

2π
FL(k∆x)e

ik∆xt∆x −→
∫ ∞

−∞

1

2π
F (x)eixtdx

と考えられる。つまり

f(t) ∼ 1

2π

∫ ∞

−∞
F (x)eixtdx , F (x) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt

が得られる。 F (x) を f(t) のフーリエ変換という。

(注) このページの推論は厳密な証明ではない。

この収束を保証するには、 f(t) にかなりの制限が必要である。(p107参照)
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< フーリエ変換の定義 >

[定義 2.2] 前ページの結果より

(∗) f(t) ∼ 1

2π

∫ ∞

−∞
F (x)eixtdx ， F (x) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt

が得られた。F (x)を f(t)のフーリエ変換という。また
1

2π

∫ ∞

−∞
F (x)eixtdxを F (x)のフーリエ逆変換という。

フーリエ変換にはいろいろな定義があるが，このワークブックでは (∗)式を用いることにする。

(注 1) 信号処理や通信理論の本では (∗)式の変数 xを ω で表す場合が多い。即ち (∗)式のかわりに

(∗)′ f(t) ∼ 1

2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωtdω ， F (ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt

を用いる。tが時刻を表す変数の場合に，ωを角周波数という。

tの単位が秒であれば，関数

eiωt = cos(ωt) + i sin(ωt)

は複素平面上の単位円を 1秒間に角度 ω だけ回転する。

(注 2) フーリエ変換の別の定義式を紹介しておく。(∗)′ 式において

ℓ =
ω

2π
， F(ℓ) = F (2πℓ) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−i2πℓtdt

とおくと ω = 2πℓ，dω = 2πdℓより

1

2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωtdω =

1

2π

∫ ∞

−∞
F (2πℓ)ei2πℓt2πdℓ =

∫ ∞

−∞
F(ℓ)ei2πℓtdℓ

となるので，(∗)′ は

(∗∗) f(t) ∼
∫ ∞

−∞
F(ℓ)ei2πℓtdℓ ， F(ℓ) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−i2πℓtdt

と書きなおせる。(∗∗)もフーリエ変換の定義式としてよく使われる。tが時刻を表す変数のとき，ℓを周

波数という。関数

ei2πℓt = cos(2πℓt) + i sin(2πℓt)

の実部 cos(2πℓt)と虚部 sin(2πℓt)は基本周期が
1

ℓ
である。tの単位が秒であれば，1秒間に基本波形が

ℓ回現れる。
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< フーリエ変換 1 >

[定義2.3] f(t) のフーリエ変換 F (x) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt を

F [f(t)] =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt : f(t) のフーリエ変換

と表すことにする。

[定義2.4] 関数 f : R → R が任意有限区間で積分可能であり、
∫ ∞

−∞
|f(t)|dt <∞

であるとき、f(t)を絶対可積分であるという。このとき lim
b → ∞
a → −∞

∫ b

a

f(t)dt

は収束する (p97)。また
∫ ∞

−∞
|f(t)e−ixt|dt =

∫ ∞

−∞
|f(t)|dt <∞ より

lim
b → ∞
a → −∞

∫ b

a

f(t)e−ixtdt は収束する (p97)。従ってこのとき

∫ ∞

−∞
f(t)dt = lim

b→∞

∫ b

−b

f(t)dt,

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt = lim

b→∞

∫ b

−b

f(t)e−ixtdt

が成り立つ。フーリエ変換を考えるとき、常に f(t)は絶対可積分とする。

例 オイラーの公式より絶対可積分関数 f(t) のフーリエ変換は

F [f(t)] =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt = lim

b→∞

∫ b

−b

f(t){cos(xt)− i sin(xt)}dt

となる。今、 f(t) が偶関数であれば f(t) cos(xt) は偶関数、 f(t) sin(xt) は奇関数だから

F [f(t)] = lim
b→∞

{∫ b

−b

f(t) cos(xt)dt− i

∫ b

−b

f(t) sin(xt)

}
dt

= lim
b→∞

{
2

∫ b

0

f(t) cos(xt)dt− i× 0

}
= 2

∫ ∞

0

f(t) cos(xt)dt

問 1 絶対可積分関数 f(t) が奇関数のとき、フーリエ変換 F [f(t)] を例のように簡単にせよ。

問 2 正定数 T に対し、

f(t) =

 1 : | t |≦ T のとき

0 : | t |> T のとき

とする。このとき F [f(t)] を求めよ。
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< フーリエ変換 2 >

問１正定数 T (> 0)に対し

f(t) =


1 : 0 ≦ t ≦ T

0 :その他

とする。このときF [f(t)]を求めよ。

例 正定数 α(> 0)に対し

f(t) =


e−αt : t ≧ 0

0 : t < 0

のとき、f(t)のフーリエ変換は

F [f(t)] =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt =

∫ ∞

0

e−αte−ixtdt

= lim
b→+∞

∫ b

0

e−(α+ix)tdt = lim
b→+∞

[
1

−(α+ ix)
e−(α+ix)t

]b
0

= lim
b→+∞

{
− 1

α+ ix
e−(α+ix)b +

1

α+ ix

}

ここで lim
b→+∞

e−(α+ix)b = lim
b→+∞

e−αb × e−ixb

= lim
b→+∞

1

eαb
(cos(xb)− i sin(xb)) = 0

よりF [f(t)] =
1

α+ ix

問 2 正定数 α > 0に対し f(t) =

 0 : t > 0

eαt : t ≦ 0
のときフーリエ変換F [f(t)]を求めよ。
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< フーリエ変換 3 >

問１ f(t) =


1− t2 : |t| ≦ 1

0 : |t| > 1

のフーリエ変換F [f(t)]を求めよ。

例 F [e−|t|] =

∫ ∞

−∞
e−|t|e−ixtdt = lim

b→+∞
a→−∞

∫ b

a

e−|t|e−ixtdt

= lim
b→+∞
a→−∞

{∫ 0

a

ete−ixtdt+

∫ b

0

e−te−ixtdt

}

= lim
b→+∞
a→−∞

{[
1

1− ix
e(1−ix)t

]t=0

t=a

+

[
1

−(1 + ix)
e−(1+ix)t

]t=b

t=0

}

= lim
b→+∞
a→−∞

{
1

1− ix
− 1

1− ix
e(1−ix)a − 1

1 + ix
e−(1+ix)b +

1

1 + ix

}

ここで

lim
b→+∞

e−(1+ix)b = lim
b→+∞

1

eb
(cos(xb)− i sin(xb)) = 0

lim
a→−∞

e(1−ix)a = lim
a→−∞

ea (cos(xa)− i sin(xa)) = 0

より

F
[
e−|t|

]
=

1

1− ix
+

1

1 + ix
=

2

1 + x2

問 2 正定数 α > 0に対してF
[
e−α|t|]を求めよ。
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< 絶対可積分関数 >

f(t)を絶対可積分であるとは，任意有限区間で積分可能であり，
∫ ∞

−∞
|f(t)|dt <∞をみたすときである。

定理 2.3 f(t)が絶対可積分であれば次式が成り立つ。

(1) lim
T→∞

∫ ∞

T

|f(t)|dt = 0 lim
T→∞

∫ −T

−∞
|f(t)|dt = 0

(2) F [f(t)] =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt = F (x) は有界で一様連続

(3) lim
x→∞

∫ ∞

−∞
f(t) cos (xt)dt = 0 lim

x→∞

∫ ∞

−∞
f(t) sin (xt)dt = 0

lim
x→−∞

∫ ∞

−∞
f(t) cos (xt)dt = 0 lim

x→−∞

∫ ∞

−∞
f(t) sin (xt)dt = 0

(注) (3)式もリーマン・ルベーグの補題という。

［(3)の証明の概略］

(1)より任意の正数 ε > 0に対し、十分大きい T > 0をとると∫ ∞

T

|f(t)|dt+
∫ −T

−∞
|f(t)|dt < ε

となる。p.23のリーマン・ルベーグの補題

から十分大きい xをとると∣∣∣∣∣
∫ T

−T

f(t) cos (xt)dt

∣∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣∣
∫ T

−T

f(t) sin (xt)dt

∣∣∣∣∣ < ε

となるので

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(t) cos (xt)dt

∣∣∣∣ ≦ ∫ −T

−∞
|f(t)|dt+

∣∣∣∣∣
∫ T

−T

f(t) cos (xt)dt

∣∣∣∣∣+
∫ ∞

T

|f(t)|dt < 2ε

より lim
x→∞

∫ ∞

−∞
f(t) cos (xt)dt = 0が得られる。同様にして lim

x→∞

∫ ∞

−∞
f(t) sin(xt)dt = 0

が得られる。cos (−xt) = cos (xt) sin (−xt) = − sin (xt)より

lim
x→−∞

∫ ∞

−∞
f(t) cos (xt)dt = 0, lim

x→−∞

∫ ∞

−∞
f(t) sin (xt)dt = 0 (証明終)

(注) 詳しい証明は p.101、p.102を参照せよ。
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< 急減少関数１ >

[定義2.5] 実数全体 (R)で定義された複素数値関数 f : R → C が何回でも微分可能であり，任意の非負整数

m,n (≧ 0) に対し，

lim
t→±∞

|t|m × |f (n)(t)| = 0

(
f (n)(t) =

dn

dtn
f(t)

)
が成立するとき，f = f(t)を R上の急減少関数という。R上の急減少関数の全体をS (R)で表し，

Schwartz空間という。

例 f(t) = e−t2 は急減少関数である。

なぜなら，任意の非負整数mに対し，ロピタルの定理から

lim
|t|→∞

|t|me−t2 = lim
t→∞

tm

et2
= 0

がわかるので sup
t∈R

|t|me−t2 <∞がわかる。また

f (n)(t) =
dn

dtn
e−t2 =(tの n次式)×e−t2

より tmf (n)(t) =(tの n+m次式)×e−t2 だから有界であることがわかる。

次の補題が成り立つ。

補題 2.1 f ∈ S (R)とすると，全ての自然数 rに対し

trf(t) ∈ S (R), f (r)(t) ∈ S (R)

補題 2.2 f ∈ S (R)ならば f は絶対可積分
(∫ ∞

−∞
|f(t)| dt <∞

)
である。

補題 2.3 f ∈ S (R)のとき，任意の自然数mに対して，

dm

dxm
(F [f(t)] (x)) = (−i)mF [tmf(t)] (x) が成り立つ。

(略証) m = 1のとき

d

dx
F [f(t)](x) =

d

dx

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt =

∫ ∞

−∞
f(t)

(
∂

∂x
e−ixt

)
dt =

∫ ∞

−∞
f(t)(−it)e−ixtdt

= −i
∫ ∞

−∞
tf(t)e−ixtdt = −iF [tf(t)](x)

2以上のmについてはこれをくり返す。

(注) 厳密な証明は P.103～105を参照。
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< 急減少関数２ >

補題 2.4 f ∈ S (R)と自然数mに対し，次式が成り立つ。

F

[
dm

dtm
f(t)

]
(x) = (ix)mF [f(t)](x)

（証明）m = 1のとき，

F [f ′(t)](x) = lim
b→∞

∫ b

−b

f ′(t)e−ixtdt = lim
b→∞

{[
f(t)e−ixt

]b
−b

−
∫ b

−b

f(t)
∂

∂t
e−ixtdt

}

= lim
b→∞

{
f(b)e−ixb − f(−b)eixb − (−ix)

∫ b

−b

f(t)e−ixtdt

}

ここで f ∈ S (R)より lim
b→∞

f(b)e−ixb = lim
b→∞

f(−b)e−ixb = 0 だから

F [f ′(t)](x) = ix

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt = ixF [f(t)](x)

2以上のmに対しては，これをくり返せば良い。

定理 2.4 f ∈ S (R)ならばF [f(t)] ∈ S (R)

（証明）任意の非負整数m,nに対して

sup
x∈R

|x|m
∣∣∣∣ dndxnF [f(t)](x)

∣∣∣∣ <∞

を示す。補題 2.3，2.4より

(ix)m
(
dn

dxn
F [f(t)](x)

)
= (ix)m × (−i)nF [tnf(t)](x)

= (−i)nF

[
dm

dtm
{tnf(t)}

]
(x) = (−i)n

∫ ∞

−∞

{
dm

dtm
tnf(t)

}
e−ixtdt

= (−i)n
∫ ∞

−∞

{
m∑

k=0

mCk

(
dk

dtk
tn
)
× f (m−k)(t)

}
e−ixtdt

= (−i)n
m∑

k=0

mCk ・An(k)

∫ ∞

−∞
tn−k × f (m−k)(t)e−ixtdt

ここで An(k) =


n(n− 1) · · · (n− k + 1) : k ≦ n

0 : k > n

である。

補題 2.1 , 2.2より，tn−kf (m−k)(t) ∈ S (R)で tn−kf (m−k)(t)は絶対可積分だから

sup
x∈R

|x|m
∣∣∣∣ dndxnF [f(t)](x)

∣∣∣∣ ≦ m∑
k=0

mCk An(k)

∫ ∞

−∞
|tn−kf (m−k)(t)|dt <∞ (証明終)
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< フーリエ変換 4 >

例題 F
[
e−t2

]
を求めよ。

(解) F
[
e−t2

]
=

∫ ∞

−∞
e−t2 · e−ixtdt = F (x)とおく。e−t2 ∈ S (R)より、F (x)は

微分可能 (P.93)であるから

d

dx
F (x) =

d

dx

∫ ∞

−∞
e−t2 · e−ixtdt =

∫ ∞

−∞
e−t2

( ∂

∂x
e−ixt

)
dt

=

∫ ∞

−∞
e−t2(−it)e−ixtdt =

i

2

∫ ∞

−∞
(−2t)e−t2 · e−ixtdt

= lim
b→∞

i

2

∫ b

−b

( ∂
∂t
e−t2

)
· e−ixt = lim

b→∞

i

2

{[
e−t2 · e−ixt

]b
−b

−
∫ b

−b

e−t2
( ∂
∂t
e−ixt

)
dt

}

= lim
b→∞

i

2

{
e−b2−ixb − e−b2+ixb −

∫ b

−b

e−t2(−ix)e−ixtdt

}

ここで |e−b2−ixb| = |e−b2+ixb| = e−b2 → 0 (b→ ∞)より

d

dx
F (x) =

i

2

{
0− 0− (−ix)

∫ ∞

−∞
e−t2 · e−ixtdt

}
= −x

2
· F (x) が成り立つ。

微分方程式
d

dx
F (x) = −x

2
F (x)の解は F (x) = Ce

∫
− x

2 dx = Ce−
x2

4 (C は定数)

である。F (0) = Ce0 = C となる。一方
∫ ∞

0

e−t2dt =

√
π

2
(P.31)より

　　 F (0) =

∫ ∞

−∞
e−t2 · e0dt = 2

∫ ∞

0

e−t2dt = 2×
√
π

2
=

√
π

だから C =
√
πである。従って F

[
e−t2

]
= F (x) =

√
πe−

x2

4 である。

問 正定数 α > 0に対してF
[
e−αt2

]
を求めよ。
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< 合成積 >

[定義 2.6] f, g : R → C が R の任意の有界閉区間で積分可能であり,

各 t に対し
∫ ∞

−∞
|f(t− x)g(x)|dx が収束するとき,関数

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞

−∞
f(t− x)g(x)dx

を f と g との 畳み込み または 合成積 という。

補題 2.5 (f1 ∗ f2)(t) = (f2 ∗ f1)(t)

[証明] (f1 ∗ f2)(t) =
∫ ∞

−∞
f1(t− u)f2(u)du ここで t− u = sとおくと

=

∫ −∞

∞
f1(s)f2(t− s)(−1)ds =

∫ ∞

−∞
f2(t− s)f1(s)ds = (f2 ∗ f1)(t)

定理 2.5 f1,f2 が有界で連続かつ絶対可積分であればF [f1(t)] = F1(x) , F [f2(t)] = F2(x)のとき

F [(f1 ∗ f2)(t)] = F1(x)F2(x)

[証明]の概略

F [(f1 ∗ f2)(t)] =
∫ ∞

−∞
(f1 ∗ f2)(t)e−ixtdt

=

∫ ∞

−∞

{∫ ∞

−∞
f1(t− u)f2(u)du

}
e−ixtdt =

∫ ∞

−∞

{∫ ∞

−∞
f1(t− u)e−ixtdt

}
f2(u)du

=

∫ ∞

−∞

{∫ ∞

−∞
f1(t− u)e−ix(t−u)dt

}
f2(u)e

−ixudu

=

∫ ∞

−∞

{∫ ∞

−∞
f1(s)e

−ixsds

}
f2(u)e

−ixudu =

∫ ∞

−∞
F1(x)f2(u)e

−ixudu

= F1(x)

∫ ∞

−∞
f2(u)e

−ixudu = F1(x)F2(x)

(証明終)

(注) 詳しい証明は P.116～P.119を参照せよ。

[問] F

[∫ ∞

−∞
e−|t−u|−u2

du

]
を求めよ。
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< フーリエ変換の対応表 >

f(t) (元の関数) F [f(t)] = F (x) (フーリエ変換)

a1f1(t) + a2f2(t) a1F1(x) + a2F2(x)

f(αt) (α ̸= 0)
1

α
F
(x
α

)
f(t− α) (αは定数) e−iαxF (x)

eiαtf(t) (αは定数) F (x− α)

f ′(t) (f の導関数) ixF (x)

f (n)(t) (f の n階導関数) (ix)nF (x)

∫ t

−∞
f(u)du

1

ix
F (x)

(−it)nf(t) F (n)(x) (F (x)の n階導関数)

(f1 ∗ f2)(t) (合成積) F1(x)F2(x) (積)

f1(t)f2(t) (積)
1

2π
(F1 ∗ F2)(x)

(
1

2π
合成積

)

f(t) =


1 : |t| ≦ T

0 : |t| > T

(T > 0)
2 sin(Tx)

x

e−α|t| (α > 0)
2α

x2 + α2

e−αt2 (α > 0)

√
π

α
e−

x2

4α

2α

t2 + α2
(α > 0) 2πe−α|x|

2α

∫ ∞

−∞

f(u)

(t− u)2 + α2
du (α > 0)

2πe−α|x|F (x)

(コーシー・ポアソン積分)

1

2
√
πα

∫ ∞

−∞
e−

(t−u)2

4α f(u)du (α > 0)
e−αx2

F (x)

(ガウス・ワイエルシュトラス積分)

(注) コーシー・ポアソン積分は f(t)と
2α

t2 + α2
との合成積である。

ガウス・ワイエルシュトラス積分は f(t)と
1

2
√
πα

e−
t2

4α との合成積である。
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< デルタ近似関数列 1 >

補題 2.6 正数 nに対し，ρn(t) =
1

2π

∫ n

−n

eixtdxとおくと

ρn(t) =


sin(nt)

πt
: t ̸= 0のとき

n

π
: t = 0のとき

となり，ρn(t)は連続である。

(証明) t ̸= 0のとき ρn(t) =
1

2π

∫ n

−n

eixtdx =
1

2π

[
1

it
eixt

]n
−n

=
1

2πit

{
eint − e−int

}
=

1

2πit
{cos(nt) + i sin(nt)− cos(nt) + i sin(nt)}

=
1

2πit
× 2i sin(nt) =

sin(nt)

πt

t = 0のとき ρn(t) =
1

2π

∫ n

−n

e0dx =
1

2π

[
1
]n
−n

=
2n

2π
=
n

π

lim
t→0

ρn(t) = lim
t→0

sin(nt)

πt
= lim

t→0

sin(nt)

nt
× n

π
= 1× n

π
=
n

π
= ρn(0)より

ρn(t)は連続である。（証明終）

定理 2.6 補題 2.6で定めた ρn(t)は次の性質をもつ。

(1) ρn(−t) = ρn(t) , (2)

∫ ∞

−∞
ρn(t)dt = 1

(3) 有界で絶対可積分であり，任意有界区間で区分的に滑らかな

関数 f : R → Rに対し

lim
n→∞

(f ∗ ρn)(t) = lim
n→∞

∫ ∞

−∞
f(t− s) · ρn(s)ds =

1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)}

が全ての実数 tに対して成立する。

(注) 定理の (1),(2),(3)を満たす関数列 {ρn(t)}∞n=1 をデルタ近似関数列と呼ぶことにする。

(証明) (1) t ̸= 0に対し ρn(−t) =
sin(−nt)
π × (−t)

=
− sin(nt)

−πt
=

sin(nt)

πt
= ρn(t)

(2) (1)より ρn(t)は偶関数だから∫ ∞

−∞
ρn(t)dt = 2

∫ ∞

0

ρn(t)dt = 2

∫ ∞

0

sin(nt)

πt
dt ( nt = uとおくと P.30の結果より )

= 2

∫ ∞

0

sin(u)

π × u
n

× 1

n
du =

2

π
×

∫ ∞

0

sinu

u
du =

2

π
× π

2
= 1
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< デルタ近似関数列 2 >

< 定理 2.6の証明の続き >

(3)の証明

(f ∗ ρn)(t) =
∫ ∞

−∞
f(t− s) · ρn(s)ds =

∫ 0

−∞
f(t− s)ρn(s)ds+

∫ ∞

0

f(t− s)ρn(s)ds

ここで ρn は偶関数だから
∫ 0

−∞
f(t− s)ρn(s)ds =

∫ 0

+∞
f(t+ n)ρn(−u)(−1)du =

∫ ∞

0

f(t+ u)ρn(u)du

より (f ∗ ρn)(t) =
∫ ∞

0

f(t+ s)ρn(s)ds+

∫ ∞

0

f(t− s)ρn(s)ds =

∫ ∞

0

{f(t+ s) + f(t− s)} ρn(s)ds

一方
∫ ∞

−∞
ρn(s)ds = 2

∫ ∞

0

ρn(s)ds = 1 より
∫ ∞

0

ρn(s)ds =
1

2
だから

(f ∗ ρn)(t)−
1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)} = (f ∗ ρn)(t)− {f(t− 0) + f(t+ 0)}

∫ ∞

0

ρn(s)ds

=

∫ ∞

0

{f(t− s) + f(t+ s)− f(t− 0)− f(t+ 0)} ρn(s)ds = In + I\hspace{-.1em}In ここで

In =

∫ ∞

0

{f(t− s)− f(t− 0)} ρn(s)ds , I\hspace{-.1em}In =

∫ ∞

0

{f(t+ s)− f(t+ 0)} ρn(s)ds

とおく。

今 s > 0に対し F (s) =
f(t+ s)− f(t+ 0)

πs
とおくと補題 1.6より lim

s→0
s>0

F (s) =
1

π
f ′(t+ 0)

だから F (s)は区間 [0, 1] で区分的に連続かつ有界である。また，

F̃ (s) =

 F (s) : 0 < s ≦ 1

0 : その他
, G(s) =


f(t+ s)

πs
: s ≧ 1

0 : s < 1

とおくと F̃ と Gは有界かつ絶対可積分だから，定理 2.1(3)より

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
F̃ (s) sin(ns)ds = 0 , lim

n→∞

∫ ∞

−∞
G(s) sin(ns)ds = 0

である。従って

lim
n→∞

∫ 1

0

f(t+ s)− f(t+ 0)

πs
sin(ns)ds = 0 , lim

n→∞

∫ ∞

1

f(t+ s)

πs
sin(ns)ds = 0

が成り立つ。一方∫ ∞

1

f(t+ 0)

πs
sin(ns)ds =

f(t+ 0)

π

∫ ∞

n

sin(u)
u
n

× 1

n
du =

f(t+ 0)

π

∫ ∞

n

sin(u)

u
du→ 0 (n→ ∞)

だから

lim
n→∞

I\hspace{-.1em}In= lim
n→∞

{∫ 1

0

f(t+ s)− f(t+ 0)

πs
· sin(ns)ds+

∫ ∞

1

f(t+ s)

πs
sin(ns)ds−

∫ ∞

1

f(t+ 0)

πs
sin(ns)ds

}
=

0

同様にして lim
n→∞

In = 0

よって lim
n→∞

[
(f ∗ ρn)(t)−

1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)}

]
= lim

n→∞
(In + I\hspace{-.1em}n) = 0

(証明終)
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< デルタ関数の近似関数列 3 >

定理 2.6の性質 (1),(2),(3)をみたす関数列 {ρn(t)}∞n=1をデルタ近似関数列ということにした。こ

のような関数列は {ρn(t)}以外にも存在する。

例 hn(t) =


n

2
: |t| ≦ 1

n

0 : |t| > 1
n

, gn(t) =

√
n

2
√
π
e−

n
4 t2 のとき

関数列 {hn(t)}∞n=1 , {gn(t)}∞n=1 は共にデルタ近似関数列である。(証明は P.121～P.123)

f(t)が図 1のような関数の場合に，定理 2.6の性質 (3)

lim
n→∞

(f ∗ ρn)(t) = lim
n→∞

(f ∗ hn)(t) = lim
n→∞

(f ∗ gn)(t) =
1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)}

の収束する様子を見てほしい。

hn(t) のグラフ (図 2,図 4)と (f ∗ hn)(t) のグラフ (図 3,図 4)

gn(t) のグラフ (図 6,図 8)と (f ∗ gn)(t) のグラフ (図 7,図 8)，

ρn(t) のグラフ (図 10,図 11)と (f ∗ ρn)(t) のグラフ (図 11,図 13)

(�}1)

(�}3) (�}5)

(�}7) (�}9)

(�}10)

(�}11)

(�}12)

(�}13)
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< フーリエ逆変換 >

フーリエ変換の導出（P.32）で f のフーリエ変換 F [f ] =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdx = F (x) に対し，

f(t) ∼ 1

2π

∫ ∞

−∞
F (x)eixtdxであるので，F (x)のフーリエ逆変換を

1

2π

∫ ∞

−∞
F (x)eixtdx

と定義したいが，広義積分が収束しない場合がある。

例 f(t) =


1 : |t| <= 1

0 :その他
のときF [f(t)] =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdx =

2 sinx

x
= F (x)

であるが，広義積分
1

2π

∫ ∞

−∞
F (x)eixtdx = lim

b→∞
a→−∞

1

2π

∫ b

a

2 sinx

x
eixtdx は

収束しない。（その証明は P.124を参照）しかし

lim
n→∞

1

2π

∫ n

−n

2 sinx

x
eixtdx

は収束し，その極限は
f(t− 0) + f(t+ 0)

2
=



1 : |t| < 1

1
2

: t = ±1

0 : その他

となる

そこで f のフーリエ変換
1

2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdx = F (x)に対し，フーリエ逆変換を

F−1[F (x)] = lim
n→∞

1

2π

∫ n

−n

F (x)eixtdx （フーリエ逆変換）

と定義する。

（注） lim
n→∞

1

2π

∫ n

−n

F (x)eixtdx は広義積分
1

2π

∫ ∞

−∞
F (x)eixtdx の主値である。

定理 2.7 f : R → Rが有界かつ絶対可積分で，任意有界区間で区分的に滑らかであれば，

F [f(t)] =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt = F (x) のとき

F−1[F (x)] = lim
n→∞

1

2π

∫ n

−n

F (x)eixtdx =
f(t− 0) + f(t+ 0)

2

が成り立つ。

この定理を反転公式という。

補題 2.7 f : R → Rが有界かつ絶対可積分で，任意有界区間で区分的に連続であれば，

F [f(t)] =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt = F (x) のとき

1

2π

∫ n

−n

F (x)eixtdt = (f ∗ ρn)(t)

である。ここで ρn(t)は補題 2.5で定められた関数である。
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< 反転公式の証明 >

< 補題 2.7の証明 >

正数 Rに対し， FR(x) =

∫ R

−R

f(u)e−ixudu , F (x) =

∫ ∞

−∞
f(u)e−ixudu とおくと

f は絶対可積分より

max
x∈R

|F (x)− FR(x)| = max
x∈R

∣∣∣∣∣
∫
|u|>R

f(u)e−ixudu

∣∣∣∣∣ ≦ max
x∈R

∫
|u|>R

|f(u)e−ixu|du

=

∫
|u|>R

|f(u)|du → 0 (R→ ∞)

だから，任意の正数 nと実数 tに対し，∣∣∣∣∫ n

−n

F (x)eixtdx−
∫ n

−n

FR(x)e
ixtdx

∣∣∣∣ ≦
∫ n

−n

|F (x)− FR(x)|dx → 0 (R→ ∞)

である。よって

1

2π

∫ n

−n

F (x)eixtdx = lim
R→∞

1

2π

∫ n

−n

FR(x)e
ixtdx = lim

R→∞

1

2π

∫ n

−n

{∫ R

−R

f(u)e−ixudu

}
eixtdx

= lim
R→∞

1

2π

∫ n

−n

{∫ R

−R

f(u)eix(t−u)du

}
dx

となる。ここで f(u)eix(t−u) は xに関して連続，uに関して区分的に連続

だから，(u, x) ∈ [−R,R]× [−n, n]の範囲で積分順序が交換できる。(P.109)

従って

1

2π

∫ n

−n

F (x)eixtdx = lim
R→∞

1

2π

∫ R

−R

{∫ n

−n

f(u)eix(t−u)dx

}
du

= lim
R→∞

∫ R

−R

{
1

2π

∫ n

−n

eix(t−u)dx

}
f(u)du = lim

R→∞

∫ R

−R

ρn(t− u)f(u)du

=

∫ ∞

−∞
f(u)ρn(t− u)du = (f ∗ ρn)(t) (証明終)

< 定理 2.7の証明 >

補題 2.7と定理 2.6より

F−1[F (x)] = lim
n→∞

1

2π

∫ n

−n

F (x)eixtdx = lim
n→∞

(f ∗ ρn)(t) =
1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)}

(証明終)
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< フーリエ逆変換の練習 >

f(t)を絶体可積分で有界かつ任意有界区間で区分的になめらかな関数とする。

フーリエ変換F [f(t)] = F (x)に対して、反転公式から

F−1[F (x)] =
f(t− 0) + f(t+ 0)

2

である。ここで f(t)が連続関数のときは f(t+ 0) = f(t− 0) = f(t)であるから

反転公式は

F−1[F (x)] = f(t) (f(t)が連続のとき)

となる。

例 1 f(t) =


e−t : t > 0

0 : t ≦ 0

は t = 0のとき不連続, t > 0または t < 0の範囲では連続である。

F [f(t)] =
1

1 + ix
,

f(0− 0) + f(0 + 0)

2
=

1

2
であるから

F−1

[
1

1 + ix

]
=
f(t− 0) + f(t+ 0)

2
=


e−t : t > 0

1
2 : t = 0

0 : t < 0

問 1 次のフーリエ逆変換を求めよ。(ただし α > 0)

(1) F−1

[
2α

x2 + α2

]

(2) F−1
[√

πe−
x2

4

]

(3) F−1

[
2 sin(4x)

x

]

例 2 F−1 [F1(x)] = f1(t), F−1 [F2(x)] = f2(t) のとき F−1 [a1F1(x) + a2F2(x)] = a1f1(t) + a2f2(t) より

F−1

[
1

x2 + 9
+

1

x2 + 1

]
=

1

6
F−1

[
6

x2 + 9

]
+

1

2
F−1

[
2

x2 + 1

]
=

1

6
e−3|t| +

1

2
e−|t|

問 2 次のフーリエ逆変換を求めよ。

F−1

[
3

x2 + 1
+ e−x2

]
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< デルタ関数 >

1929年にイギリスの物理学者 P.Dirac は，量子力学を記述するには

次のような疑似関数 δ(t)

t ̸= 0のとき δ(t) = 0 ,

∫ ∞

−∞
δ(t)dt = 1

が必要であると唱えた。そして Dirac は δ(t)の導関数 δ′(t)等のさまざまな形式的な計算を行って，量子力

学の研究を進めていった。

1950年にフランスの数学者 L.Schwartz は Dirac の δ(t)およびそれに関連する計算の数学的定義づけに

成功した。その定義の前に，アイデアを紹介する。

自然数 nに対し， gn(t) =

√
n

2
√
π
e−

n
4 t2 は次の性質をもつ。 (P28,122,123参照)

(1) gn(−t) = gn(t) , (2)

∫ ∞

−∞
gn(t)dt = 1 , (3) t ̸= 0のとき lim

n→∞
gn(t) = 0

(4) 有界であり，任意有界区間で区分的に連続な関数 f(t)に対し lim
n→∞

(f ∗ gn)(t) =
f(t− 0) + f(t+ 0)

2

この性質 (2),(3)より {gn(t)}は δ(t)を近似していると考えられる。つまり，

δ(t) = lim
n→∞

gn(t), δ
′(t) = lim

n→∞
g′n(t)と考えて，形式的な計算をしてみる。急減少関数 φ(∈ S (R))

に対し，性質 (4)より∫ ∞

−∞
δ(t)φ(t)dt = lim

n→∞

∫ ∞

−∞
gn(t)φ(t)dt = lim

n→∞
(φ ∗ gn)(0) =

φ(0− 0) + φ(0 + 0)

2
= φ(0)

∫ ∞

−∞
δ′(t)φ(t)dt = lim

n→∞

∫ ∞

−∞
g′n(t)φ(t)dt = lim

n→∞
lim
b→∞

∫ b

−b

g′n(t)φ(t)dt

= lim
n→∞

lim
b→∞

{
[gn(t)φ(t)]

b
−b −

∫ b

−b

gn(t)φ
′(t)dt

}
= lim

n→∞

{
−
∫ ∞

−∞
gn(t)φ

′(t)dt

}

= lim
n→∞

−(φ′ ∗ gn)(0) = −φ
′(0− 0) + φ′(0 + 0)

2
= −φ′(0)

となる。このような形式的な計算を考慮に入れることによって，δを関数としてではなく，

むしろ δ , δ′ を

δ : S (R) ∈ φ 7→ φ(0)

δ′ : S (R) ∈ φ 7→ −φ′(0)

をみたす写像 (すなわち δ(φ) = φ(0) , δ′(φ) = −φ′(0))とみなしたのである。そこでS (R)

の元 φから C (複素数全体)への写像としてデルタ関数等の超関数を定義した。
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< 超関数 >

[定義2.7] 急減少関数 φ(∈ S (R)) に複素数の値を対応させる関数 T

T : S (R) → C

が次の性質 (1),(2)をもつとき，T を超関数という。

(1) (線形性) 任意の φ, ψ ∈ S (R) , α, β ∈ Cに対し

T (αφ+ βψ) = αT (φ) + βT (ψ)

(2) (連続性) 関数列 {φn} (φn ∈ S (R))が，任意の非負整数mに対し

lim
n→∞

∑
l+k≦m

max
t∈R

|t|k ·
∣∣∣∣ dldtlφn(t)

∣∣∣∣ = 0 (l, kは非負整数)

をみたせば lim
n→∞

T (φn) = 0をみたす。

(注 1) 実際に本書で扱われる超関数の例はすべて上の条件 (1),(2)をみたしている。

(注 2) 超関数 T を普通の関数と区別するために T (φ)を< T, φ >と表すことが多い。そこで T が超関数

であることを明記するために，超関数 T の像を

T (φ) =< T, φ >

と書くことにする。

例１ f(t) は任意有限区間で積分可能であり，ある正定数 C(> 0) と自然数 n が存在して

|f(t)| <= C(1 + |t|)n (t ∈ R)

が成り立っているとする。このとき

Tf (φ) =< Tf , φ >=

∫ ∞

−∞
f(t)φ(t)dt

と定めると， Tf は超関数となる。この超関数 Tf を普通の関数 f と同一視することにより，

超関数を普通の関数の一般化と考えることができる。

例２ 実数 α に対し

δα(φ) =< δα, φ >= φ(α) (φ ∈ S (R))

とおくと δα は超関数である。この δα を「点 α に台をもつディラックのデルタ（δ）関数」ま

たは簡単に「点 α におけるデルタ関数」という。なお α = 0 のとき δ0 を単に「デルタ関数」

という。

問 正数 ε(> 0) と実数 α(∈ R) に対し， fε(t) =


1

2ε
: |t− α| < ε

0 : |t− α| >= ε

とおく。

任意の φ ∈ S (R) に対し， lim
ε→0
ε>0

Tfε(φ) = lim
ε→0
ε>0

< Tfε , φ >= δα(φ) であることを証明せよ。
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< 超関数のフーリエ変換１ >

補題 2.8 任意の φ ∈ S (R)に対し、F [F̃ ] = φを満たす F̃ ∈ S (R)が存在する。

（証明） F [φ] = F とすると
∫∞
−∞ φ(t)e−ixtdt = F (x)である。反転公式より

F−1[F ] =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (x)eixtdx = φ(t)である。この式で x→ −sと置き換えると

φ(t) =
1

2π

∫ −∞

∞
F (−s)e−ist(−1)ds =

1

2π

∫ ∞

−∞
F (−s)e−istds である。

さらに t→ xと置き換えると φ(x) =

∫ ∞

−∞

1

2π
F (−s)e−isxds である。よって

F̃ (t) =
1

2π
F (−t)とおくとF [F̃ ] = φとなる。 （証明終）

補題 2.8の φと F̃ に対し、F [F̃ ]=φ⇔ F−1[φ]=F̃ （反転公式）より、任意の φ ∈ S (R)に対し、

F−1[φ](∈ S (R)) が存在することがわかる。

急減少関数 f ,φ ∈ S (R) に対し、F [f ](x) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt に対応する超関数 TF [f ] は

＜ TF [f ] , φ＞ =

∫ ∞

−∞
F [f ](x) · φ(x)dx =

∫ ∞

∞

{∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt

}
φ(x)dx

=

∫ ∞

−∞
f(t)

{∫ ∞

−∞
φ(x)e−ixtdx

}
dt =

∫ ∞

−∞
f(t) · F [φ](t)dt =＜ Tf , F [φ]＞となる。

そこで任意の超関数 T のフーリエ変換と逆変換を次で定める。

[定義 2.8] 任意の超関数 T に対し

＜F [T ], φ＞= ＜ T , F [φ]＞ : T のフーリエ変換

＜F−1[T ], φ＞= ＜ T , F−1[φ]＞ : T のフーリエ逆変換

と定める。ここで φは任意の急減少関数である。

補題 2.9 1⃝F−1
[
F [T ]

]
= T , �F

[
F−1[T ]

]
= T

（証明） 1⃝F−1[φ] = F̃ とすると、F [F̃ ] = φより

＜F−1
[
F [T ]

]
, φ＞= ＜F [T ], F−1[φ]＞= ＜ T , F

[
F−1[φ]

]
＞

=＜ T , F [F̃ ]＞= ＜ T , φ＞より 1⃝が成り立つ。

2⃝F [φ] = F とすると、F−1[F ] = φより

＜F
[
F−1[T ]

]
, φ＞= ＜F−1[T ], F [φ]＞= ＜ T , F−1

[
F [φ]

]
＞

= ＜ T , F−1[F ]＞= ＜ T , φ＞より 2⃝が成り立つ。 （証明終）
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< 超関数のフーリエ変換 2 >

例 1 f : R → Cを有界で絶対可積分かつ任意有界区間で区分的に滑らかな関数とする。

f̃(t) =
1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)} とすると反転公式より F−1[F (f)] = f̃ となる。

一方 f に対応する超関数 Tf については，補題 2.8より F−1[F [Tf ]] = Tf

となる。ここで f は任意有界区間で不連続点が有限個だから，∫ ∞

−∞
|f(t)− f̃(t)|dt = 0より < Tf , φ >=

∫ ∞

−∞
f(t)φ(t)dt =

∫ ∞

−∞
f̃(t)φ(t)dt =< Tf̃ , φ >

が成り立つ。すなわち Tf = Tf̃ であるから反転公式と補題 2.8は矛盾しない。

例 2 T = δα (αにおけるデルタ関数) の場合，φ ∈ S (R)に対し，次式が成り立つ。

< F [δα], φ >=< δα,F [φ] >= F [φ](α) =

∫ ∞

−∞
φ(t)e−iαtdt =< Te−iα· , φ >

ここで関数 e−iα· は t に対して e−iαt を対応させる関数である。この結果

F [δα] = Te−iα· を略して F [δα](x) = e−iαx と書くこともある。

例 3 実数 α に対し，関数 eiα· : t 7→ eiαt に対応する超関数 Teiα· のフーリエ変換

を求める。φ ∈ S (R)に対し，補題 2.6の証明 (P.47)と同様に考えて

< F [Teiα· ] , φ >=< Teiα· , F [φ] >=

∫ ∞

−∞
eiαxF [φ](x)dx

= lim
n→∞

∫ n

−n

eiαx
{∫ ∞

−∞
φ(t)e−ixtdt

}
dx = lim

n→∞
lim

R→∞

∫ n

−n

{∫ R

−R

φ(t)ei(α−t)xdt

}
dx

= lim
n→∞

lim
R→∞

∫ R

−R

{∫ n

−n

φ(t)ei(α−t)xdx

}
dt = lim

n→∞

∫ ∞

−∞
φ(t)

{∫ n

−n

ei(α−t)xdx

}
dt

= lim
n→∞

∫ ∞

−∞
φ(t)2πρn(α− t)dt = lim

n→∞
2π(φ ∗ ρn)(α) = 2π × φ(α− 0) + φ(α+ 0)

2

= 2πφ(α) =< 2πδα, φ >

よりF [Teiα· ] = 2πδα となる。これを略してF [eiαt] = 2πδα と書くこともある。

α = 0のときF [T1] = 2πδ0 となる。これを略してF [1] = 2πδ0 と書くこともある。

例 4 実数 αに対し，関数 cos(α·) : t 7→ cos(αt)に対応する超関数 Tcos(α·) のフーリエ変換

を求める。

< F [Tcos(α·)] , φ >=< Tcos(α·) , F [φ] >=

∫ ∞

−∞
cos(αx)F [φ](x)dx =

∫ ∞

−∞

eiαx + e−iαx

2
F [φ](x)dx

=
1

2

∫ ∞

−∞
eiαxF [φ](x)dx+

1

2

∫ ∞

−∞
e−iαxF [φ](x)dx =

1

2
×2πφ(α)+

1

2
×2πφ(−α) =< π(δα+δ−α), φ >

よりF [Tcos(α·)] = π(δα + δ−α)となる。これを略してF [cos(αt)] = π(δα + δ−α)と書くこともある。

問 実数 αに対し，関数 sin(α·) : t 7→ sin(αt)に対応する超関数 Tsin(α·) のフーリエ変換

を求めよ。
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< フーリエ変換の練習 >

問 1 関数 f(t) が次の各場合に、 f(t) のフーリエ変換 F [f(t)] を求めよ。

ただし K,n は正の定数とする。

(1) f(t) =

 K : |t| <= n

0 : |t| > n
(2) f(t) =

 t : |t| <= n

0 : |t| > n

(3) f(t) =

 e−2t : t >= 0

0 : t < 0
(4) f(t) = e−3|t|

問 2 F
[
e−

t2

2

]
=

∫ ∞

−∞
e−

t2

2 e−ixtdt = F (x) とおく。

(1)
d

dx
F (x) を F (x) を用いて表せ。

(2)

∫ ∞

0

e−t2dt =

√
π

2
を用いて F (x) を求めよ。

問 3 F [f(t)] = F (x) とする。
∫ ∞

−∞
f(u)e−3|t−u|du のフーリエ変換を求めよ。

問 4 次のフーリエ逆変換を求めよ。

(1) F−1

[
1

2 + ix

]
(2) F−1

[
3

x2 + 1

]

(3) F−1
[
e−

x2

4

]
(4) F−1

[
2 sin(3x)

x

]

問 5 次の超関数のフーリエ変換を求めよ。

(1) F [δ0] (2) F [Tf ]

ただし f(x) = c0 +
n∑

k=1

{ak cos(kt) + bk sin(kt)} （c0, ak, bk は実数定数である。）

問 6 次の超関数のフーリエ変換を求めよ。

(1) F [δα] (2) F [Teiα· ]

ここで αは実数の定数、Teiα· は関数 eiα· : t 7−→ eiαt に対応する超関数である。
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< フーリエ級数の収束とフーリエ逆変換の収束 >

f(t)を周期 2πの周期関数とする。f(t)のフーリエ級数の第 n部分和 Sn(t)は

Sn(t) =
n∑

k=−n

cke
ikt =

n∑
k=−n

{
1

2π

∫ π

−π

f(s)e−iksds

}
eikt

=

∫ π

−π

f(t)

{
1

2π

n∑
k=−n

eik(t−s)

}
ds =

∫ π

−π

f(t)Dn(t− s)ds

と表される。ここでDn(t)は

Dn(t) =
1

2π

n∑
k=−n

eikt =


sin((n+ 1

2
)t)

2π sin( t
2
)

: 0 < |t| < π のとき

2n+ 1

2π
: t = 0 のとき

となる。このDn(t)をディリクレ核 (Diriclet kernel)という。ここで∫ π

−π

f(t)Dn(t− s)dsを区間 [−π, π]における f とDn との合成積と考えて∫ π

−π

f(t)Dn(t− s)ds = (f ∗Dn)(t)と書くことにすると，定理 1.4の証明から

フーリエ級数の収束は

lim
n→∞

Sn(t) = lim
n→∞

(f ∗Dn)(t) =
1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)}

と書ける。これは絶対可積分関数 f(t)のフーリエ変換F [f(t)] =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt = F (x)

に対するフーリエ逆変換の収束

F [F (x)] = lim
n→∞

(f ∗ ρn)(t) =
1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)}

に似ている。実際 −π < t < π の範囲ではDn(t)と ρn(t)はほとんど同じ

であるが，Dn(t)は周期 2πの周期関数であるところが ρn(t)と異なる。

図 1と図 2は n = 16 のときの y = Dn(t) と y = ρn(t) のグラフである。
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第3章 ラプラス変換

< ラプラス変換の導出 >

正定数 σ(> 0)と関数 f(t)に対して，

fσ(t) =


f(t)e−σt : t ≧ 0

0 : t < 0

とおき，fσ(t)のフーリエ変換を Fσ(x)とおくと

Fσ(x) =

∫ ∞

−∞
fσ(t)e

−ixtdt =

∫ ∞

0

f(t)e−(σ+ix)tdt

となる。F (s) =

∫ ∞

0

f(t)e−stdtとおくと Fσ(x) = F (σ + ix)となる。

Fσ(x)のフーリエ逆変換は

fσ(t) ∼
1

2π

∫ ∞

−∞
Fσ(x)e

ixtdx

となるので t > 0のとき fσ(t) = f(t)e−σt より

f(t) ∼ eσt

2π

∫ ∞

−∞
Fσ(x)e

ixtdx

=
1

2π

∫ ∞

−∞
Fσ(x)e

(σ+ix)tdx

= lim
n→∞

1

2π

∫ n

−n

F (σ + ix)e(σ+ix)tdx (s = σ + ixとおく)

= lim
n→∞

1

2πi

∫ σ+in

σ−in

F (s)estds

となる。そこで F (s) =

∫ ∞

0

f(t)e−stdtをラプラス変換といい，

L [f(t)] =

∫ ∞

0

f(t)e−stdt
(
= F (s)

)
· · · (ラプラス変換)

と書くことにすると，その逆変換は

L −1[F (s)] = lim
n→∞

1

2πi

∫ σ+in

σ−in

F (s)estds · · · (ラプラス逆変換)

となる。
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< ラプラス変換 1 >

関数 f(t)のラプラス変換は

L [f(t)] =

∫ ∞

0

f(t)e−stdt

である。ここで sは一般には複素数 σ + ixで，その実数部分 σ が正の数である。(これを Re(s) > 0と書く)

ただし，ラプラス変換を求めるときには，複素数であることを意識しなくても良い。sを正の定数と考えて，計

算しても良い。

例 1 L [t] =

∫ ∞

0

te−stdt = lim
b→∞

∫ b

0

te−stdt = lim
b→∞

{[
t× 1

−s
e−st

]t=b

t=0

+

∫ b

0

1

s
e−stdt

}

= lim
b→∞

{
− b

s
e−sb +

[
− 1

s2
e−st

]t=b

t=0

}
= lim

b→∞

{
b

−sesb
− 1

s2
e−sb +

1

s2

}
=

1

s2

(注)ここで lim
b→∞

e−sb = lim
b→∞

1

esb
= 0 であり，ロピタルの定理より

lim
b→∞

b

esb
= lim

b→∞

d
db (b)
d
db (e

sb)
= lim

b→∞

1

sesb
= 0

となる。

例 2 実数定数 αに対し、L [eαt]を求める。

L [eαt] =

∫ ∞

0

eαte−stdt =

∫ ∞

0

e(α−s)tdt

この積分は s > αのときのみ存在する。そこで s > αになる sに対して、ラプラス変換を求めると、

L [eαt] = lim
b→∞

∫ b

0

e(α−s)tdt =
1

s− α

となる。

問 次のラプラス変換を求めよ

(1) L [1]

(2) L [e−t]

(3) L [eit]
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< ラプラス変換 2 >

ラプラス変換の性質をいくつか示す。

1 L [a1f1(t) + a2f2(t)] = a1L [f1(t)] + a2L [f2(t)]

2 L [f(t)] = F (s)のとき L [f(αt)] =
1

α
F
( s

α

)
(α > 0)

3 L [f(t)] = F (s)のとき L [eαtf(t)] = F (s− α)

(証明)

L [eαtf(t)] =

∫ ∞

0

eαtf(t)e−stdt =

∫ ∞

0

f(t)e−(s−α)tdt = F (s− α)

4 L [f(t)] = F (s)のとき L [fα(t)] = e−αsF (s) (α > 0)

ここで fα(t) =


f(t− α) : t ≧ α

0 : t < α

(証明)

L [fα(t)] =

∫ ∞

α

f(t− α)e−stdt =

∫ ∞

0

f(τ)e−s(τ+α)dτ (t− α = τ)

= e−αs

∫ ∞

0

f(τ)e−sτdτ = e−αsF (s)

例 1 L [eikt] =

∫ ∞

0

e(ik−s)tdt = lim
b→∞

[
1

ik − s
e(ik−s)t

]t=b

t=0

=
1

s− ik
(Re(s) > 0)

例 2 L [cos(kt)] = L

[
eikt + e−ikt

2

]
=

1

2

{
L [eikt] + L [e−ikt]

}
=

1

2

{
1

s− ik
+

1

s+ ik

}
=

s

s2 + k2

問 次のラプラス変換を求めよ。ただし α, kは実数の定数とする。(2)～(4)のラプラス変換の変数 sは s > α

とする。

(1) L [sin(kt)]

(2) L [e(α+ki)t]

(3) L [eαt cos(kt)]

(4) L [eαt sin(kt)]
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< ラプラス変換 3 >

5 L [f(t)] = F (s)のとき L [tf(t)] = −F ′(s)

(証明) F (s) =

∫ ∞

0

f(t)e−stdt を sで微分すると

F ′(s) =

∫ ∞

0

f(t)(−t)e−stdt = −
∫ ∞

0

tf(t)e−stdt = −L [tf(t)]

6 L [f(t)] = F (s)のときL [tnf(t)] = (−1)n
dn

dsn
F (s)

問 次のラプラス変換を求めよ。ただし αと kは実数の定数とする。(4),(5)のラプラス変換の変数 sは s > α

と考える。

(1) L [t2]

(2) L [t3]

(3) L [tn]

(4) L [eαt]

(5) L [teαt]

(6) L [t cos(kt)]

(7) L [t sin(kt)]

(8) L [sinh(kt)] = L

[
1

2
(ekt − e−kt)

]

(9) L [cosh(kt)] = L

[
1

2
(ekt + e−kt)

]
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< ラプラス変換 4 >

∫ ∞

0

|f(t)|dt = lim
n→∞

∫ n

0

|f(t)|dtが有限の値に収束するとき，関数 f(t)は絶対可積分という。

7 f(t)e−st および f ′(t)e−st が共に絶対可積分であるとき，

L [f(t)] = F (s)であればL [f ′(t)] = sF (s)− f(0)

(証明) 絶対可積分より lim
t→∞

f(t)e−st = 0

L [f ′(t)] =

∫ ∞

0

f ′(t)e−stdt = lim
b→∞

{[
f(t)e−st

]b
0
+

∫ b

0

f(t)se−stdt

}

= 0− f(0) + s

∫ ∞

0

f(t)e−stdt

= sF (s)− f(0) (証明終)

8 f(t)e−st，f ′(t)e−st，f ′′(t)e−st が共に絶対可積分であり，

L [f(t)] = F (s)であれば L [f ′′(t)] = s2F (s)− sf(0)− f ′(0)

(証明) 7 より L [f ′(t)] = sL [f(t)]− f(0)

よって

L [f ′′(t)] = L [(f ′(t))′] = sL [f ′(t)]− f ′(0)

= s {sL [f(t)]− f(0)} − f ′(0) = s2F (s)− sf(0)− f ′(0)

問 f(t)e−st，f ′(t)e−st，f ′′(t)e−st，f ′′′(t)e−st が共に絶対可積分であり，L [f(t)] = F (s) のとき

L [f ′′′(t)]を求めよ。
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< ラプラス変換 5 >

t ≧ 0で定義されている 2つの関数 f(t)，g(t)に対し，t < 0では常に f(t) = 0，g(t) = 0と定めると，f(t)と

g(t)の合成積は

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞

−∞
f(t− u)g(u)du =

∫ t

0

f(t− u)g(u)du

となる。これは定義域が [0，∞)である関数の合成積である。ラプラス変換を考えるときは常に t ≧ 0の範囲

で考えるので，合成積は (f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(t− u)g(u)du

(
=

∫ t

0

f(u)g(t− u)du

)
とする。

9

L [f(t)] = F (s)，L [g(t)] = G(s)のとき

L
[
(f ∗ g)(t)

]
= F (s)G(s)

(証明) 正定数の σに対し

fσ(t) =


f(t)e−σt : t ≧ 0

0 : t < 0

， gσ(t) =


g(t)e−σt : t ≧ 0

0 : t < 0

の合成積は

(i) t ≧ 0のとき (fσ ∗ gσ)(t) =
∫ ∞

−∞
fσ(t− u)gσ(u)du =

∫ t

0

fσ(t− u)gσ(u)du

=

∫ t

0

f(t− u)e−σ(t−u)g(u)e−σudu = e−σt

∫ t

0

f(t− u)g(u)du = e−σt(f ∗ g)(t)

(ii) t < 0のとき (fσ ∗ gσ)(t) =
∫ ∞

−∞
fσ(t− u)gσ(u)du = 0

∥
0

一方フーリエ変換の性質より

F
[
(fσ ∗ gσ)(t)

]
= F

[
fσ(t)

]
× F

[
gσ(t)

]
· · · (∗)

(∗)左辺 =

∫ ∞

−∞
(fσ ∗ gσ)(t)e−ixtdt =

∫ ∞

0

(f ∗ g)(t)e−σte−ixtdt = L
[
(f ∗ g)(t)

]
(σ + ix)

(∗)右辺 =

∫ ∞

0

f(t)e−σte−ixtdt×
∫ ∞

0

g(t)e−σte−ixtdt = F (σ + ix)×G(σ + ix)

σ + ix = sとおくと

L [(f ∗ g)(t)](s) = F (s)×G(s) (証明終)
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< ラプラス変換 6 >

10 正定数 b(> 0)に対し I =

∫ ∞

0

e−(τ− b
τ )2dτ =

1

2

√
π

(証明) λ =
b

τ
とおくと

1⃝I =

∫ ∞

0

e−(τ− b
τ )2dτ =

∫ 0

∞
e−( b

λ−λ)2
(
− b

λ2

)
dλ =

∫ ∞

0

b

λ2
e−(λ−λ

b )
2

dλ

τ と λをおきかえると

2⃝I =

∫ ∞

0

e−(τ− b
τ )2dτ =

∫ ∞

0

e−(λ− b
λ )2dλ

1⃝+ 2⃝より

2I =

∫ ∞

0

(1 +
b

λ2
)e−(λ− b

λ )2dλ

ここで x = λ− b

λ
とおくと

dx

dλ
= 1 +

b

λ2
より

2I =

∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π

よって I =

√
π

2
(証明終)

11 L

[
α

2
√
πt

3
2

e−
α2

4t

]
= e−α

√
s

(証明) τ =
α

2
√
t
とおくと

dτ

dt
= − α

4
t−

3
2 より

L

[
α

2
√
πt

3
2

e−
α2

4t

]
=

∫ ∞

0

α

2
√
π
t−

3
2 e−

α2

4t e−stdt

= − 2√
π

∫ 0

∞
e−τ2

e−s( α
2τ )2dτ

=
2√
π

∫ ∞

0

e
−τ2−

(
α
√

s
2τ

)2

dτ =
2√
π
e−α

√
s

∫ ∞

0

e
−
(
τ−α

√
s

2τ

)2

dτ

=
2√
π
e−α

√
s × 1

2

√
π = e−α

√
s (証明終)
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< ラプラス変換 7 >

ラプラス変換の性質を表にまとめる。ここで a，a1，a2は実数定数，αは正定数，nは自然数とする。

原関数 f(t) 像関数L [f(t)] = F (s)

a1f1(t) + a2f2(t) a1F1(s) + a2F2(s)

f(αt) (α > 0)
1

α
F (

s

α
)

eatf(t) F (s− a)

f(t− α) (t ≧ α)
e−αsF (s) (α > 0)

(ただし t < αのとき f(t− α) = 0 とする)

tf(t) −F ′(s)

tnf(t) (−1)n
dnF (s)

dsn

f ′(t) sF (s)− f(0)

f ′′(t) s2F (s)− sf(0)− f ′(0)

f ′′′(t) s3F (s)− s2f(0)− sf ′(0)− f ′′(0)

∫ t

0

f(τ)dτ
1

s
F (s)

1

t
f(t)

∫ ∞

s

F (u)du

(f1 ∗ f2)(t) =
∫ t

0

f1(t− u)f2(u)du F1(s)F2(s)

δ(t) 1

δ(t− α) e−sα
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< ラプラス変換 8 >

ラプラス変換の対応表 (a，ω，kは実定数，nは自然数)

原関数 f(t) 像関数L [f(t)] = F (s)

1
1

s

t
1

s2

tn
n!

sn+1

eat
1

s− a
(s > a)

teat
1

(s− a)2
(s > a)

t2eat
2

(s− a)3
(s > a)

sin(ωt)
ω

s2 + ω2

cos(ωt)
s

s2 + ω2

eat sin(ωt)
ω

(s− a)2 + ω2
(s > a)

eat cos(ωt)
s− a

(s− a)2 + ω2
(s > a)

t sin(ωt)
2ωs

(s2 + ω2)2

t cos(ωt)
s2 − ω2

(s2 + ω2)2

sinh(kt) =
1

2

(
ekt − e−kt

) k

s2 − k2

cosh(kt) =
1

2

(
ekt + e−kt

) s

s2 − k2

u(t− a) =


1 : t ≧ a

0 : t < a

1

sesa

(a > 0)

a

2
√
πt

3
2

e−
a2

4t e−a
√
s
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< ラプラス逆変換 1 >

ラプラス変換はフーリエ変換の一種であるから，フーリエ変換と同様に反転公式が成り立つ。

L [f(t)] =

∫ ∞

0

f(t)e−stdt = F (s) のとき

L −1[F (s)] = lim
n→∞

1

2πi

∫ σ+in

σ−in

F (s)estds =
1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)}

特に f(t)が連続であるときは f(t− 0) = f(t+ 0) = f(t)よりL −1[F (s)] = f(t)となる。

このワークブックでは連続の場合だけを扱うことにする。次の対応関係がある。

F (s) L −1[F (s)] = f(t)

a1F1(s) + a2F2(s) a1f1(t) + a2f2(t)

1

α
F
( s

α

)
(α > 0) f(αt)

F (s− a) eatf(t)

e−αsF (s) (α > 0) f(t− α) (t ≧ α)

sF (s)− f(0) f ′(t)

s2F (s)− sf(0)− f ′(0) f ′′(t)

s3F (s)− s2f(0)− sf ′(0)− f ′′(0) f ′′′(t)

1

s
F (s)

∫ t

0

f(τ)dτ

F ′(s) −tf(t)

dn

dsn
F (s) (−t)nf(t)

F1(s)F2(s) (f1 ∗ f2)(t) =
∫ t

0

f1(t− u)f2(u)du

ここで a1，a2，aは実数定数，αは正定数，nは自然数とする。
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< ラプラス逆変換 2 >

問 次の対応表を完成させよ。ただし，a，ωは実数の定数，αは正定数，nは自然数とする。

F (s) L −1[F (s)] = f(t)

1

s

1

s2

n!

sn+1

1

s− a

1

(s− a)
2

ω

s2 + ω2

s

s2 + ω2

ω

(s− a)
2
+ ω2

s− a

(s− a)
2
+ ω2

2ωs

(s2 + ω2)
2

s2 − ω2

(s2 + ω2)
2

ω

s2 − ω2

s

s2 − ω2

e−αs

s

e−α
√
s

(s > a)

(s > a)

(s > a)

(s > a)
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< ラプラス逆変換 3 >

例 1 L −1

[
1

(s− a)(s− b)

]
を求めたい。

1

(s− a)(s− b)
=

A

s− a
+

B

s− b
とおき右辺を

通分すると
(A+B)s−Ab− aB

(s− a)(s− b)
となり分子が 1となるため


A+B = 0

−Ab− aB = 1

⇒ A =
1

a− b
， B = − 1

a− b

であるから

L −1

[
1

(s− a)(s− b)

]
= L −1

[
1

a− b

{
1

s− a
− 1

s− b

}]

=
1

a− b

{
L −1

[
1

s− a

]
− L −1

[
1

s− b

]}
=

1

a− b

{
eat − ebt

}

例 2 L −1

[
1

(s− a)2 + b2

]
=

1

b
L −1

[
b

(s− a)2 + b2

]
=

1

b
eat sin(bt)

問 次のラプラス逆変換を求めよ。

(1) L −1

[
1

s2 − s− 2

]

(2) L −1

[
1

s2 − 4

]

(3) L −1

[
1

s2 − 4s+ 5

]



2014 年度「数学 8」　第 3 章 − 67 −

< ラプラス逆変換 4 >

例 1 L −1

[
s

(s− a)2

]
= L −1

[
1

s− a
+

a

(s− a)2

]
= eat + ateat

例 2 L −1

[
s

(s− a)2 + b2

]
= L −1

[
s− a

(s− a)2 + b2
+

a

b
× b

(s− a)2 + b2

]

= eat cos(bt) +
a

b
eat sin(bt)

問 次のラプラス逆変換を求めよ。

(1) L −1

[
s− 3

s2 − 8s+ 16

]

(2) L −1

[
s+ 1

s2 − 6s+ 9

]

(3) L −1

[
s+ 2

s2 − 2s+ 5

]

(4) L −1

[
2s

s2 − 4s+ 5

]
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< ラプラス逆変換 5 >

問 1 部分分数分解により次のラプラス逆変換を求めよ。

(1) L −1

[
s+ 3

(s+ 1)(s− 2)

]

(2) L −1

[
1

s(s− 1)(s− 2)

]

例 L [f(t)] = F (s)のとき L −1

[
1

s− a

]
= eat より

L −1

[
F (s)

s− a

]
= (eat ∗ f)(t) =

∫ t

0

ea(t−u)f(u)du

問 2 L [f(t)] = F (s)のとき，次のラプラス逆変換を求めよ。(ただし a ̸= b)

(1) L −1

[
F (s)

(s− a)2

]

(2) L −1

[
F (s)

(s− a)(s− b)

]

(3) L −1

[
F (s)

(s− a)2 + b2

]
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< ラプラス逆変換 6 >

問 次のラプラス逆変換を求めよ。ただし a，b，cは定数。

(1) L −1

[
a

s
+

b

s2
+

c

s3

]

(2) L −1

[
a+ bs

s2 + 1

]

(3) L −1

[
s

s2 + 4

]

(4) L −1

[
1

s2 − 1

]

(5) L −1

[
s− 1

(s− 2)2

]

(6) L −1

[
s− 3

(s− 2)(s+ 4)

]

(7) L −1

[
−2

(s− 2)3

]
= L −1

[
d

ds

(
1

(s− 2)2

)]

(8) L −1

[
16

s4 − 16

]
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< 常微分方程式への応用 1 >

例題 微分方程式
dx

dt
+ x = et (t > 0)を初期条件 x(0) = 1の下で解け。

(解) 解を x(t)とおき，そのラプラス変換をL [x(t)] = X(s)とおくと

L

[
dx

dt

]
= sX(s)− x(0) = sX(s)− 1

である。微分方程式の両辺のラプラス変換をとると

L

[
dx

dt
+ x

]
= L [et]

sX(s)− 1 +X(s) =
1

s− 1

⇓

X(s) =
1 + 1

s−1

s+ 1
=

s

(s+ 1)(s− 1)

よって解 x(t)は

x(t) = L −1[X(s)] = L −1

[
s

(s+ 1)(s− 1)

]

= L −1

[
1

2

{
1

s+ 1
+

1

s− 1

}]
=

1

2
e−t +

1

2
et

問 次の微分方程式の初期値問題をラプラス変換を用いて解け。

(1)
dx

dt
= kx， x(0) = a

(2)
dx

dt
+ x = e−t ， x(0) = 1
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< 常微分方程式への応用 2 >

例題
d2x

dt2
+ 3

dx

dt
+ 2x = et ， x(0) = 0， x′(0) = 0

(解) 解 x(t)のラプラス変換をL [x(t)] = X(s)とおくと

L

[
dx

dt

]
= sX(s)− x(0) = sX(s)， L

[
d2x

dt2

]
= s2X(s)− sx(0)− x′(0) = s2X(s)

L [et] =
1

s− 1
より，微分方程式の両辺をラプラス変換すると

s2X(s) + 3sX(s) + 2X(s) =
1

s− 1

X(s) =
1

(s2 + 3s+ 2)(s− 1)
=

1

(s+ 1)(s+ 2)(s− 1)
より答えは

x(t) = L −1[X(s)] = L −1

[
1

(s+ 1)(s+ 2)(s− 1)

]

= L −1

[(
−1

2
× 1

s+ 1
+

1

3
× 1

s+ 2
+

1

6
× 1

s− 1

)]
= −1

2
e−t +

1

3
e−2t +

1

6
et

問 次の微分方程式の初期値問題をラプラス変換を用いて解け。

(1)
d2x

dt2
− 5

dx

dt
+ 6x = et ， x(0) = 0， x′(0) = 0

(2)
d2x

dt2
− 4

dx

dt
+ 4x = 0， x(0) = 1， x′(0) = 1
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< 常微分方程式への応用 3 >

問 次の常微分方程式の初期値問題をラプラス変換を用いて解け。

(1)
d2x

dt2
− 2

dx

dt
+ 5x = 0， x(0) = 0， x′(0) = 1

(2)
d2x

dt2
+ 4x = 2 sin t， x(0) = 1， x′(0) = 1
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< 常微分方程式への応用 4 >

例題
d2x

dt2
+ 5

dx

dt
+ 6x = f(t)， x(0) = x′(0) = 0

(解) L [x(t)] = X(s)， L [f(t)] = F (s)とおき，両辺をラプラス変換すると

s2X(s) + 5sX(s) + 6X(s) = F (s)

X(s) =
F (s)

s2 + 5s+ 6

ここで L −1

[
1

s2 + 5s+ 6

]
= L −1

[
1

s+ 2
− 1

s+ 3

]
= e−2t − e−3t より

x(t) = L −1

[
F (s)

s2 + 5s+ 6

]
=

(
e−2t − e−3t

)
∗ f(t)

=

∫ t

0

{
e−2(t−u) − e−3(t−u)

}
f(u)du

(注) この x(t)が例題の解であることを確かめる計算方法については P125を参照せよ。

問 ラプラス変換を用いて，次の常微分方程式の初期値問題を解け。

(1)
d2x

dt2
− 3

dx

dt
+ 2x = f(t)， x(0) = x′(0) = 0

(2)
d2x

dt2
+ 6

dx

dt
+ 10x = f(t)， x(0) = x′(0) = 0
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< 常微分方程式への応用 5 >

例題 

dx
dt = 2x+ y

dy
dt = −x+ 4y

x(0) = 0，y(0) = 1

(解) L [x(t)] = X(s)， L [y(t)] = Y (s)とおくと

L

[
dx

dt

]
= sX(s)− x(0) = sX(s)， L

[
dy

dt

]
= sY (s)− y(0) = sY (s)− 1

であるから，微分方程式の両辺をラプラス変換すると
sX(s) = 2X(s) + Y (s)

sY (s)− 1 = −X(s) + 4Y (s)

⇒


(s− 2)X(s)− Y (s) = 0 · · · 1⃝

X(s) + (s− 4)Y (s) = 1 · · · 2⃝

1⃝×(s− 4)+ 2⃝より (s− 2)(s− 4)X(s)− (s− 4)Y (s) = 0

+) X(s) + (s− 4)Y (s) = 1

(s2 − 6s+ 9)X(s) = 1
よって

X(s) =
1

(s− 3)2
， Y (s) = (s− 2)X(s) =

(s− 2)

(s− 3)2
=

s− 3 + 1

(s− 3)2
=

1

s− 3
+

1

(s− 3)2

であるから

(答) x(t) = L −1 [X(s)] = L −1

[
1

(s− 3)2

]
= te3t

y(t) = L −1 [Y (s)] = L −1

[
1

s− 3
+

1

(s− 3)2

]
= e3t + te3t

問 次の連立微分方程式の初期値問題をラプラス変換を用いて解け。

dx
dt = x+ y

dy
dt = −x+ 3y

x(0) = 0，y(0) = 1
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第4章 熱方程式への応用

< 熱伝導方程式への応用 1 >

フーリエは 2階偏微分方程式である熱伝導方程式を解くために関数を三角級数に展開する方法を

考えた。

フーリエ級数，フーリエ変換，ラプラス変換の応用として熱伝導方程式の解法を説明する。

1次元熱伝導方程式とは長さが有限 (0 ≦ x ≦ L)，半無限 (0 ≦ x < ∞)，あるいは無限 (−∞ < x <

∞)の棒において，熱が伝導するときの温度分布 uの方程式である。u(t，x)を時刻 t，位置 xにお

ける棒の温度とすると，u = u(t，x)は式

＊
∂u

∂t
= k2

∂2u

∂x2
(1次元熱伝導方程式)

を満たす。ここで kは正の定数である。これを 1次元熱伝導方程式という。

この方程式を棒の長さによって 3通りの場合に分ける。

A 棒の長さが有限 (0 ≦ x ≦ L)

式 ＊ の変数 xは (0 ≦ x ≦ L)の範囲であるとする。この式を

[初期条件 ] u(0，x) = f(x) (A− 1)

[境界条件 ] u(t，0) = 0 , u(t，L) = 0 (A− 2)

のもとに解きたい。

<解法> u(t，x) が 時間の関数 T (t) と位置の関数 X(x) の積として表されてい

るとすれば，u(t，x) = T (t)X(x)であり，式 ＊ より

T ′(t)X(x) = k2T (t)X ′′(x) ⇒ T ′(t)

T (t)
= k2

X ′′(x)

X(x)
= K (定数) とおくと

T ′(t) = KT (t) より T (t) = AeKt (Aは定数) となる。

X ′′(x) =
K

k2
X(x)

(1) K > 0のとき X(x) = Be
√

K
k x + Ce−

√
K
k x (B , Cは定数) となるが，境界条件

より X(0) = X(L) = 0 より B = C = 0 となり

X(x) = 0 ⇒ u(t，x) = 0 となりだめ。

(2) K = 0のとき X(x) = Bx+C (B , C は定数) となるが，やはり境界条件よ

り X(x) = 0 となってだめ。
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< 熱伝導方程式への応用 2 >

⟨
A (棒有限)の解法の続き

⟩
(3) K < 0のとき K = −q2 とおくと，

X(x) = B cos
( q

k
x
)
+ C sin

( q

k
x
)

(B , C は定数)

となる。境界条件 X(0) = 0 より B = 0 ⇒ X(x) = C sin
( q

k
x
)

X(L) = 0 ⇒ q

k
=

nπ

L
(n = 0，1，2，· · · ) であるから，

Xn(x) = Cn sin
(nπ
L

x
)

, Tn(t) = Ane
−q2t = Ane

−(nπ
L k)

2
t

とおくと， u(t，x) = Tn(t)Xn(x) は ＊ の解であり，その和

u(t，x) =
∞∑

n=0

un(t，x) =
∞∑

n=1

AnCne
−(nπ

L k)
2
t sin

(nπ
L

x
)

も ＊ の解である。初期条件より

u(0，x) =
∞∑

n=1

AnCn sin
(nπ
L

x
)
= f(x)

である。これは f(x) のフーリエ級数の形をしている。x は (0 ≦ x ≦ L) の範囲であるが，

f(−x) = −f(x)と定めると，f(x)は (−L ≦ x ≦ L)で定義された奇関数である。周期 2Lの

奇関数のフーリエ係数は

AnCn =
1

L

∫ L

−L

f(x) sin
(nπ
L

x
)
dx =

2

L

∫ L

0

f(x) sin
(nπ
L

x
)
dx

となる。よって求める解は

u(t，x) =
∞∑

n=1

AnCne
−(nπ

L k)
2
t sin

(nπ
L

x
)

=
∞∑
n=1

(
2

L

∫ L

0

f(x) sin
(nπ
L

x
)
dx

)
e−(

nπ
L

k)
2
t sin

(nπ
L

x
)

となる。これが熱伝導方程式 ＊ を初期条件 (A− 1)，境界条件 (A− 2) のもとで解いた

解である。このように xの範囲が有限の場合はフーリエ級数によって ＊ は解くことがで

きる。
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< 熱伝導方程式への応用 3 >

B 棒の長さが無限 (−∞ < x < ∞)

式 ＊ の変数 xは (−∞ < x < ∞)の範囲であるとする。この式を

[初期条件 ] u(0，x) = f(x) (B − 1)

[境界条件 ] u(t，−∞) = lim
x→−∞

u(t，x) = 0 (B − 2)

u(t，+∞) = lim
x→+∞

u(t，x) = 0 (B − 3)

のもとで解く。

<解法 > 未知関数 u = u(t，x) は tをパラメータとし，xの関数と考えて，xに関する

フーリエ変換を

F [u(t，x)] =
∫ ∞

−∞
u(t，x)e−iωxdx = U(t，ω)

F [f(x)] =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iωxdx = F (ω)

とおく。F

[
d2u

dx2

]
= (iω)2 U(t，ω) = −ω2 U(t，ω) より， ＊ のフーリエ変換をすると

d

dt
U(t，ω) = −k2ω2 U(t，ω)

よって

U(t，ω) = Ae−k2ω2t

ここでAは変数 tに関しては定数であるが，ωの値によっては変わるかもしれないので A = A(ω)

とおく。t = 0とおくと初期条件より

フーリエ変換
u(0，x) = f(x) −→ U(0，ω) = F (ω) = A(ω)

よって U(t，ω) = F (ω)e−k2ω2t

一方 F−1[e−k2tω2

] =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−k2tω2

eiωxdω =
1√

4πk2t
e
− x2

4k2t = g(x)

よって u(t，x) = F−1[U(t，ω)] = F−1[F (ω)e−k2ω2t] = (f ∗ g)(x)

=
1√

4πk2t

∫ ∞

−∞
f(τ)e

− (x−τ)2

4k2t dτ

これが ＊ の (B − 1)，(B − 2)，(B − 3)をみたす解である。このような無限区間 (−∞ <

x < ∞)ではフーリエ変換を用いる。
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< 熱伝導方程式への応用 4 >

C 棒の長さが半無限 (0 ≦ x < ∞)

式 ＊ の変数 xは (0 ≦ x < ∞)の範囲であるとする。この式を

[初期条件 ] u(0，x) = 0 (C − 1)

[境界条件 ] u(t，0) = g(t) , u(t，+∞) = lim
x→+∞

u(t，x) = 0 (C − 2)

のもとで解く。

<解法 > xをパラメータとみなし，u(t，x)の tに関するラプラス変換を

L [u(t，x)] =
∫ ∞

0

u(t，x)e−stdt = U(s，x)

とおく。この両辺を xで 2回微分すると，L [uxx] = Uxx(s，x) である。

また L

[
du

dt

]
= sU(s，x)− u(0，x) = sU(s，x) である。よって ＊ の

ラプラス変換は sU(s，x) = k2Uxx(s，x) より
d2U

dx2
=

s

k2
U

だから U(s，x) = Ae

√
s

k
x

+Be
−

√
s

k
x

境界条件より U(s，+∞) = 0 ⇒ A = 0 , U(s，x) = Be
−

√
s

k
x

U(s，0) = L [u(t，0)] = L [g(t)] = G(s) より B = G(s)

よって U(s，x) = G(s)e
−

√
s

k x

一方 L −1[e−
x
k

√
s] =

x
k

2
√
πt

3
2

e−
( x

k )
2

4t =
x

2k
√
π
t−

3
2 e−

x2

4tk2 = γ(t)

とおくと u(t，x) = L −1[U(s，x)] = L −1[G(s)e−
x
k

√
s]

= (g ∗ γ)(t) =
∫ t

0

x

2k
√
π
(t− τ)−

3
2 e

− x2

4(t−τ)k2 g(τ)dτ

これが ＊ の (C − 1)，(C − 2)をみたす解である。このような半無限区間 (0 ≦ x < ∞)で

はラプラス変換を用いる。

研究課題 f(x)は絶対可積分な連続関数とする。この f(x)に対して

u(t，x) =
∫ ∞

−∞
f(τ)

1√
2πt

e−
(x−τ)2

4t dτ

とおく。

(1) u(t，x)は熱伝導方程式 (2) 初期条件

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
(t > 0,−∞ < x < ∞) lim

t→+0
u(t，x) = f(x)

を満たすことを示せ。 を満たすことを示せ。
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第5章 付録（証明他）

< 可積分性 1 >

定理 5.1 区間 [a, b]で区分的に連続な関数 f(t)は (リーマン)積分可能である。

(証明) f(t)の不連続点を t1, t2, · · · , tl (t0 = a ≦ t1 < t2 < · · · tl < b = tl+1)

とする。

Fi(t) =



f(ti+1 − 0) : t = ti+1

f(t) : ti < t < ti+1 (0 ≦ i ≦ l)

f(ti + 0) : t = ti

とおくと, Fi(t)は部分区間 [ti, ti+1]で連続だから, [ti, ti+1]

で有界かつ一様連続である。従って f(t)は [ti, ti+1]で有界である。

よって f(t)は区間 [a, b]で有界でありM = sup {f(t) : a ≦ t ≦ b},

m = inf {f(t) : a ≦ t ≦ b}とおくとm ≦ f(t) ≦ M (a ≦ t ≦ b)である。

また Fi(t)が (ti, ti+1)で一様連続だから f(t)も (ti, ti+1)で一様連続より

φi(δ) = sup {|f(t)− f(t′)| : |t− t′| < δ, t, t′ ∈ (ti, ti+1)}

とおくと lim
δ→0
δ>0

φi(δ) = 0 (1 ≦ i ≦ l)が成り立つ。

従って lim
δ→0
δ>0

max
1≦i≦l

φi(δ) = 0が成り立つ。

[a, b]の分割∆ : a = s0 < s1 < · · · < sn = bに対し,

K = {k : 1 ≦ k ≦ n, ある i (0 ≦ i ≦ l)が存在し, [sk−1, sk] ⊂ (ti, ti+1)}

J = {k : 1 ≦ k ≦ n, k ∈/ K} , |∆| = max
1≦k≦n

|sk − sk−1|

とおくと J の要素は高々l個である。ここで分割∆に対し

S∆ =
n∑

k=1

mk(sk − sk−1) , S̄∆ =
n∑

k=1

Mk(sk − sk−1)

mk = inf {f(t) : sk−1 ≦ t ≦ sk} , Mk = sup {f(t) : sk−1 ≦ t ≦ sk}

とするとき

S̄∆ − S∆ =
n∑

k=1

(Mk −mk)(sk − sk−1) =
∑
k∈K

(Mk −mk)(sk − sk−1) +
∑
k∈J

(Mk −mk)(sk − sk−1)

≦ (b− a) max
1≦i≦l

φi(|∆|) + (M −m)l|∆| → 0 (|∆| → 0)

すなわち lim
|∆|→0

(S̄∆ − S∆) = 0より f(t)は [a, b]で (リーマン)積分可能である。(証明終了)
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< 可積分性 2 >

定理 5.2 区間 [a, b]で積分可能な関数 f(t)に対し

f+(t) = max {f(t), 0} , f−(t) = min {f(t), 0}

とおくと，f+(t)と f−(t)および |f(t)|は積分可能である。

f(t)が積分可能かつ有界であれば |f(t)|2 も積分可能である。

(証明) 区間 [a, b]の任意の分割を ∆ : a = t0 < t1 < · · · < tn = b,

分割∆の最大幅を |∆| = max {tk − tk−1 : 1 ≦ k ≦ n}

Mk = sup {f(t) : tk−1 ≦ t ≦ tk} , mk = inf {f(t) : tk−1 ≦ t ≦ tk}

M+
k = sup {f+(t) : tk−1 ≦ t ≦ tk} , m+

k = inf {f+(t) : tk−1 ≦ t ≦ tk}

M−
k = sup {f−(t) : tk−1 ≦ t ≦ tk} , m−

k = inf {f−(t) : tk−1 ≦ t ≦ tk}

とおく。f(t)は積分可能であるから

lim
|∆|→0

n∑
k=1

(Mk −mk)(tk − tk−1) = 0 · · · 1⃝

となる。一方 M+
k −m+

k ≦ Mk −mk , M−
k −m−

k ≦ Mk −mk だから

lim
|∆|→0

n∑
k=1

(M+
k −m+

k )(tk − tk−1) = 0 · · · 2⃝

lim
|∆|→0

n∑
k=1

(M−
k −m−

k )(tk − tk−1) = 0 · · · 3⃝

が成り立つ。 2⃝, 3⃝より f+(t)と f−(t)が積分可能であることが示された。

|f(t)| = f+(t)− f−(t)より |f(t)|も積分可能である。

任意の分割∆ : a = t0 < t1 < · · · < tn = bに対し

Ak = sup {|f(t)| : tk−1 ≦ t ≦ tk} , ak = inf {|f(t)| : tk−1 ≦ t ≦ tk}

とおくと |f(t)|の可積分性から

lim
|∆|→0

n∑
k=1

(Ak − ak)(tk − tk−1) = 0

となる。従って

0 ≦ lim
|∆|→0

n∑
k=1

(A2
k − a2k)(tk − tk−1) ≦ lim

n→∞
2 sup
a≦t≦b

|f(t)| ×
n∑

k=1

(Ak − ak)(tk − tk−1) = 0

より |f(t)|2 も積分可能である。 (証明終)
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< 可積分性 3 >

定理 5.3 ある定数 p(> 1)に対し |f(t)|p が [a, b]で積分可能であれば

|f(t)|も積分可能である。

(証明) [a, b]の分割 ∆ : a = t0 < t1 < · · · < tn = bに対し

Mk = sup {|f(t)| : tk−1 ≦ t ≦ tk} ,

mk = inf {|f(t)| : tk−1 ≦ t ≦ tk} ,

|∆| = max |tk − tk−1| : 1 ≦ k ≦ nとおくと，

Mp
k = sup {|f(t)|p : tk−1 ≦ t ≦ tk} ,

mp
k = inf {|f(t)|p : tk−1 ≦ t ≦ tk}

であり，|f(t)|p が [a, b]で積分可能だから

lim
|∆|→0

n∑
k=1

(Mp
k −mp

k)(tk − tk−1) = 0

である。従って，任意の正数 εに対し，ある正数 δが存在して，|∆| < δ

である任意の分割∆に対し

n∑
k=1

(Mp
k −mp

k)(tk − tk−1) < εp · · · 1⃝

が成り立つ。この分割∆に対し

I = {k : Mk ≧ ε , 1 ≦ k ≦ n} , J = {k : Mk < ε , 1 ≦ k ≦ n}

とおく。正数M に対し p > 1より 0 ≦ x ≦ M に対してMp − xp − (M − x)pxp−1 ≧ 0

である。そこで g(x) =
M − x

Mp − xp
(0 ≦ x < M) , g(M) =

1

pMp−1
とおくと

g′(x) = −Mp − xp − (M − x)pxp−1

(Mp − xp)2
≦ 0より g(x) =

M − x

Mp − xp
≦ g(0) =

1

Mp−1
となる。

よって 1⃝より∑
k∈I

(Mk −mk)(tk − tk−1) =
∑
k∈I

Mk −mk

Mp
k −mp

k

· (Mp
k −mp

k)(tk − tk−1)

≦
∑
k∈I

1

Mp−1
· (Mp

k −mp
k)(tk − tk−1) ≦

1

εp−1

∑
k∈I

(Mp
k −mp

k)(tk − tk−1) ≦
εp

εp−1
= ε · · · 2⃝

一方
∑
k∈J

(Mk −mk)(tk − tk−1) ≦
∑
k∈J

Mk(tk − tk−1) ≦ ε
∑
k∈J

(tk − tk−1) ≦ ε(b− a) · · · 3⃝

2⃝ , 3⃝ より
n∑

k=1

(Mk −mk)(tk − tk−1) ≦ ε+ ε(b− a) = ε(1 + b− a) (証明終)
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< 関数列の収束 >

I = [a, b]を閉区間とする。I で定義された関数 fn, f∞ : I → R (n = 1, 2, · · · )がある。

[定義 5.1] (1) 任意の t ∈ I に対し lim
n→∞

fn(t) = f∞(t) であるとき、

関数列 {fn}は f∞ に I で各点収束するという。

(2) lim
n→∞

∫ b

a

|fn(t)− f∞(t)|2 dt = 0 であるとき、

関数列 {fn}は f∞ に I で平均２乗収束するという。

(3) lim
n→∞

sup
a <= t <= b

|fn(t)− f∞(t)| = 0 であるとき、

関数列 {fn}は f∞ に I で一様収束するという。

(注) 1 一様収束であれば、各点収束かつ平均２乗収束である。

2 各点収束であっても一様収束するとは限らない。

(例) I = [0, 1], fn(t) =
1

1 + nt
のとき各点収束極限の関数は

f∞(t) =

 1 : t = 0

0 : 0 < t <= 1
であるが

sup
0 <= t <= 1

|fn(t)− f∞(t)| >= sup
0<t <=

1
n

|fn(t)− 0| >=
1

2
より一様収束しない。

定理 5.4 fn : I → Rが連続で {fn}が f∞ に I で一様収束すれば、

f∞ : I → Rは連続である。

（証明） {fn}が f∞ に一様収束するから、任意の正数 εに対し、

ある自然数mがあって n >= m であれば sup
a <= t <= b

|fn(t)− f∞(t)| < ε/3

となる。

t0 ∈ I に対し、fm(t)は t = t0 で連続だから、上記の εに対し、

十分小さい δをとれば |t− t0| < δ (t ∈ I)である限り |fm(t)− fm(t0)| < ε/3

となる。よってこのとき

|f∞(t)− f∞(t0)| <= |f∞(t)− fm(t)|+ |fm(t)− fm(t0)|+ |fm(t0)− f∞(t0)| < ε

より f∞ は t = t0 で連続である。 （証明終）
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< フェイエルの定理１ >

周期 2Lの周期関数 f(t)のフーリエ級数の第 n部分和

Sn(t) =
n∑

k=−n

cke
ikωt

(
ck =

1

2L

∫ L

L

f(t)e−ikωtdt, ω =
π

L

)
に対し、0から nまでの平均を

σn(t) =
1

n+ 1

n∑
j=0

Sj(t)

とおく。このとき次が成り立つ。

定理 5.5 f(t)が連続ならば lim
n→∞

sup
−L≦t≦L

|σn(t)− f(t)| = 0

この定理をフェイエル（Fejér)の定理という。L = πのとき証明する。

＜証明の準備＞

σn(t) =
1

n+ 1

n∑
j=0

j∑
k=−j

cke
ikt

=
1

n+ 1

n∑
j=0

{
c−je

−ijt + · · ·+ c0 + · · ·+ cje
ijt
}

=
1

n+ 1

[
(n+ 1)c0 + n{c−1e

−it + c1e
it}+ (n− 1){c−2e

−i2t + c2e
i2t}+ · · ·+ 1

{
c−ne

−int + cne
int
}]

=
1

n+ 1

n∑
r=−n

(n+ 1− |r|)creirt

ここで Kn(s) =
1

n+ 1

n∑
r=−n

(n+ 1− |r|)eirs とおくと

σn(t) =
1

n+ 1

n∑
r=−n

(n+ 1− |r|)eirt 1

2π

∫ π

−π

f(s)e−irsds

=
1

2π

∫ π

−π

f(s)

{
1

n+ 1

n∑
r=−n

(n+ 1− |r|)eir(t−s)

}
ds

=
1

2π

∫ π

−π

f(s)Kn(t− s)ds と書ける。
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< フェイエルの定理２ >

補題 5.1 (1) Kn(−s) = Kn(s), Kn(s+ 2π) = Kn(s)

(2) Kn(s) =


1

n+ 1

(
sin(n+1

2 s)

sin( s2 )

)2

: 0 < |s| < πのとき

n+ 1 : s = 0のとき

(3) 0 < δ < π のとき lim
n→∞

sup
δ <= |s| <= π

|Kn(s)| = 0

(4)
1

2π

∫ π

−π

Kn(s)ds = 1

（証明） (1)は明らか。(2)を示す。 0 < |s| < π のとき{
n∑

k=0

ei(k−
n
2 )s

}2

=
{
e−in

2 s + e−i(n
2 −1)s + · · ·+ ei(

n
2 −1)s + ei

n
2 s
}2

この右辺を展開した各項を平面に並べると

e−in
2 s + e−i(n

2 −1)s + · · · + ei(
n
2 −1)s + ei

n
2 s

e−in
2 s e−ins + e−i(n−1)s + · · · + e−is + 1

+

e−i(n
2 −1)s +e−i(n−1)s + e−i(n−2)s + · · · + 1 + eis

+
...

...
...

...
...

+

ei(
n
2 −1)s +e−is + 1 + · · · + ei(n−2)s + ei(n−1)s

+

ei
n
2 s +1 + eis + · · · + ei(n−1)s + eins

となり、同じ値が対角線上に並んでいるから{
n∑

k=0

ei(k−
n
2 )s

}2

= (n+ 1) + n(e−is + eis) + (n− 1)(e−i2s + ei2s) + · · ·

+2(e−i(n−1)s + ei(n−1)s) + 1(e−ins + eins)

= n+ 1 +

n∑
k=1

(n+ 1− k)(e−iks + eiks) =

n∑
r=−n

(n+ 1− |r|)eirs = (n+ 1)Kn(s)
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< フェイエルの定理３ >

[前ページ補題 5.1の証明の続き]

0 < |s| < πのとき

{
n∑

k=0

ei(k−
n
2 s)

}2

= (n+ 1)Kn(s)より

Kn(s) =
1

n+ 1

{
n∑

k=0

ei(k−
n
2 )s

}2

=
1

n+ 1

{
e−

ins
2

n∑
k=0

eiks

}2

=
1

n+ 1

{
e−

ins
2 · 1− ei(n+1)s

1− eis

}2

=
1

n+ 1

{
e−

ins
2 − ei(

n
2 +1)s

1− eis

}2

=
1

n+ 1

{
e−

i(n+1)
2 s − e

i(n+1)
2 s

e−
is
2 − e

is
2

}2

=
1

n+ 1

−2i sin
(

(n+1)s
2

)
−2i sin( s2 )


2

=
1

n+ 1

 sin
(

(n+1)s
2

)
sin( s2 )


2

である。また s = 0のとき

Kn(0) =
1

n+ 1

n∑
r=−n

(n+ 1− |r|)e0 =
1

n+ 1

{
n+ 1 + 2

n∑
k=1

(n+ 1− k)

}

=
1

n+ 1

[
n+ 1 + 2

{
(n+ 1)n− n(n+ 1)

2

}]
=

1

n+ 1
[(n+ 1) + (n+ 1)n] = n+ 1

(3)の証明

|s| >= δ のとき
δ

2
<= |s

2
| <=

π

2
より

∣∣∣sin(s
2

)∣∣∣ >= sin

(
δ

2

)
だから

|Kn(s)| =
1

n+ 1

 sin
(

(n+1)s
2

)
sin( s2 )


2

<=
1

(n+ 1) sin2( δ2 )
より

lim
n→∞

sup
δ <= |s| <= π

|Kn|(s) = 0 が従う

(4)の証明

p21の 1⃝の証明より L = πのとき
1

2π

∫ π

−π

eirsds =

 1 : r = 0

0 : r ̸= 0

だから

1

2π

∫ π

−π

Kn(s)ds =
1

n+ 1

n∑
r=−n

(n+ 1− |r|) 1

2π

∫ π

−π

eirsds

=
1

n+ 1
× (n+ 1− 0)× 1 = 1 （証明終）
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< フェイエルの定理 4 >

[フェイエルの定理の証明 ]

f(t)は [−π, π] で連続だから一様連続である。従って任意の正数 ε に対し、

ある正数 δ が存在して,

|t− s| < ε
(
(t, s) ∈ [−π, π]

)
であれば |f(t)− f(s)| < ε

となる。また f(t)は [−π, π] で有界だから |f(t)| の最大値を

M = max
−π≦t≦π

|f(t)| とおく。補題 (1)より f(t− u)Kn(u) は周期 2π だから

σn(t) =
1

2π

∫ π

−π

f(s)Kn(t− s)ds =
1

2π

∫ t−π

t+π

f(t− u)Kn(u)(−1)du

=
1

2π

∫ t+π

t−π

f(t− u)Kn(u)du =
1

2π

∫ π

−π

f(t− u)Kn(u)du と表される。

ここで補題 (3) より、ある自然数N が存在し、n ≧ N であれば

sup
δ≦|u|≦π

|Kn(u)| ≦
ε

2M
ととれる。よって

|σn(t)− f(t)| =
∣∣∣∣ 12π

∫ π

π

f(t− u)Kn(u)du− f(t) · 1

2π

∫ π

−π

Kn(u)du

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π

{f(t− u)− f(t)}Kn(u)du

∣∣∣∣
≦ 1

2π

∫
|u|<δ

|f(t− u)− f(t)|Kn(u)du+
1

2π

∫
δ≦|u|≦π

|f(t− u)− f(t)|Kn(u)du

≦ ε

2π

∫
|u|<δ

Kn(u)du+ 2M · 1

2π

∫
δ≦|u|≦π

Kn(u)du

≦ ε

2π

∫ π

−π

Kn(u)du+
M

π
·
∫
δ≦|u|≦π

ε

2M
du ≦ ε+ ε = 2ε

tは [−π, π] の任意の点だから、n ≧ N のとき

sup
−π≦t≦π

|σn(t)− f(t)| ≦ 2ε

が成り立つ。すなわち lim
n→∞

sup
−π≦t≦π

|σn(t)− f(t)| = 0 が成り立つ。（証明終了）
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< 不等式 1 >

[定義5.2] [a, b]で定義された関数 f(x)に対し，任意の x1, x2 ∈ [a, b] , λ ∈ [0, 1]

に対して

f
(
(1− λ)x1 + λx2

)
≦ (1− λ)f

(
x1

)
+ λf

(
x2

)
が成り立つとき，f(x)を凸 (または下に凸)という。

f(x)が [a, b]で凸であれば，次の不等式が帰納法で証明される。

(∗)1 f

(
α1x1 + · · ·+ αnxn

α1 + · · ·+ αn

)
≦ α1f(x1) + · · ·+ αnf(xn)

α1 + · · ·+ αn

ここで αi ≧ 0 , α1 + · · ·+ αn > 0 , xi ∈ [a, b] である。 f(x) = xp (p > 1)

は [0,∞) で凸であるから，zi ≧ 0 に対し(
α1z1 + · · ·+ αnzn
α1 + · · ·+ αn

)p

≦ α1z
p
1 + · · ·+ αnz

p
n

α1 + · · ·+ αn

⇓

(α1z1 + · · ·+ αnzn)
p ≦ (α1z

p
1 + · · ·+ αnz

p
n)× (α1 + · · ·+ αn)

p−1

が成り立つ。そこで任意の正数 x1, · · · , xn, y1, · · · , yn に対し αi = y
p

p−1

i , zi = xi · α
− 1

p

i

とおくと αiz
p
i = xp

i , αizi = xiyi となる。また q =
p

p− 1
とおくと

1

p
+

1

q
= 1 ,

αi = y
p

p−1

i = yqi より (x1y1 + · · ·+ xnyn)
p ≦ (xp

1 + · · ·+ xp
n)× (yq1 + · · ·+ yqn)

p−1 だから

(∗)2 x1y1 + · · ·+ xnyn ≦ (xp
1 + · · ·+ xp

n)
1
p × (yq1 + · · ·+ yqn)

1
q

(
1

p
+

1

q
= 1

)
が成り立つ。(∗)2 をHölderの不等式という。

f(x) =
(
1− x

1
p

)p
(p > 1) は [0, 1) で凸である

f ′(x) = −

(
1− x

1
p

)p−1

x
p−1
p

は単調増加


から (∗)1 を適用し両辺の p乗根をとると

1−
(
α1z1 + · · ·+ αnzn
α1 + · · ·+ αn

) 1
p

≦

{
α1

(
1− z

1
p

1

)p

+ · · ·+ αn

(
1− z

1
p
n

)p} 1
p

(α1 + · · ·+ αn)
1
p

⇓

(∗)3 (α1 + · · ·+ αn)
1
p ≦ (α1z1 + · · ·+ αnzn)

1
p +

{
α1

(
1− z

1
p

1

)p

+ · · ·+ αn

(
1− z

1
p
n

)p} 1
p



2014 年度「数学 8」　第 5 章− 88 −

< 不等式 2 >

< 前ページの続き >

x1, · · · , xn, y1, · · · , yn ≧ 0 , xi + yi > 0 となるように任意の数 xi, yi に対し，

zi =

(
yi

xi + yi

)p

, αi = (xi + yi)
p

とおき，前ページの (∗)3 に代入すると，αizi = ypi , αi

(
1− z

1
p

i

)p

= xp
i より

(∗)4
{

n∑
i=1

(xi + yi)
p

} 1
p

≦
{

n∑
i=1

xp
i

} 1
p

+

{
n∑

i=1

ypi

} 1
p

が成り立つ。(∗)4 をMinkowskiの不等式という。

(∗)2 と (∗)4 を積分不等式にする。f(x), g(x)は [a, b]で有界かつ

積分可能であるとする。定理 5.2(およびその証明)より |f(x)| , |g(x)| , |f(x)|p , |g(x)|q(
p > 1 , q > 1 ,

1

p
+

1

q
= 1

)
も積分可能である。区間 [a, b]を n等分し，その分点を

a = x0 < x1 < · · · < xn = b , h =
b− a

n
とおく。不等式 (∗)2 から

h
n∑

i=1

|f(xi)| · |g(xi)| ≦ h


(

n∑
i=1

|f(xi)|p
) 1

p

×

(
n∑

i=1

|g(xi)|q
) 1

q


=

(
h

n∑
i=1

|f(xi)|p
) 1

p

×

(
h

n∑
i=1

|g(xi)|q
) 1

q

を得る。ここで n → ∞ とすると，積分の定義から

(∗)5
∫ b

a

|f(x) · g(x)|dx ≦
(∫ b

a

|f(x)|pdx

) 1
p

×

(∫ b

a

|g(x)|qdx

) 1
q

(
1

p
+

1

q
= 1

)

が成り立つ。(∗)5 もHölderの不等式と呼ばれる。

同様にして (∗)4 式から

(∗)6
(∫ b

a

|f(x) + g(x)|pdx

) 1
p

≦
(∫ b

a

|f(x)|pdx

) 1
p

+

(∫ b

a

|g(x)|pdx

) 1
p

(p > 1)

が成り立つ。(∗)6 もMinkowskiの不等式と呼ばれる。
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< フーリエ級数の第 n 部分和 >

周期 2L の周期関数 f(t) のフーリエ級数の第 n 部分和を

Sn(f)(t) =

n∑
k=−n

ck(f)e
ikωt

(
ck(f) =

1

2L

∫ L

−L

f(t)e−ikωtdt , ω =
π

L

)

とおく。また [ −L , L] で定義された 2乗可積分関数 f(t) に対し,

||f || =

(
1

2L

∫ L

−L

|f(t)|2dt

) 1
2

とおく。このとき ||f + g|| ≦ ||f || + ||g|| (ミンコフスキーの不等式)が成り立つ。

補題5.2 (1) [ −L , L] で定義された関数 f , g と定数 α , β に対し,次式が成り立つ。

Sn(αf + βg) = αSn(f) + βSn(g)

(2) f が [ −L , L] で 2乗可積分であれば ||Sn(f)|| ≦ ||f ||が成り立つ。

(3) 実数定数 a0 , ak , bk ( 1 ≦ k ≦ n ) に対し,

h(t) =
a0
2

+
n∑

k=1

{ak cos(kωt) + bk sin(kωt)}
(
ω =

π

L

)
で定められた関数 h は Sn(h)(t) = h(t)をみたす。

(証明) (1) は ck( αf + βg) =
1

2L

∫ L

−L

{αf(t) + βg(t)} e−ikωtdt = αck(f) + βck(g)

から得られる。

(2) は P22 で得られた式より

||Sn(f)|| =

(
1

2L

∫ L

−L

|Sn(f)(t)|2dt

) 1
2

=

(
n∑

k=−n

|ck(f)|2
) 1

2

≦
(

1

2L

∫ L

−L

|f(t)|2dt

) 1
2

= ||f || が得られる。

(3) は P17 で得られる式から

ck(h) =
1

2L

∫ L

−L

h(t)e−ikωtdt =
1

2
(ak − bki)

c−k(h) =
1

2
(ak + bki) , c0 (h) =

1

2
a0 より

Sn(h)(t) =
n∑

k=−n

ck(h)e
−ikωt =

a0
2

+
n∑

k=1

{ak cos(kωt) + bk sin(kωt)} = h(t)

となる。 (証明終)
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定理 1.3 f が [−L, L]で連続であれば, lim
n→∞

||Sn(f)− f || = 0

(証明) f のフーリエ級数の第 n部分和 Sn(f)に対し,

σn(f)(t) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Sk(f)(t) とおく。フェイエルの定理から

lim
n→∞

sup
−L≦t≦L

|σn(f)(t)− f(t)| = 0 だから

lim
n→∞

||σn(f)− f || = lim
n→∞

{
1

2L

∫ L

−L

|σn(f)(t)− f(t)|2dt

} 1
2

= 0

が成り立つ。一方 σn(f)は三角多項式だから,補題 5.2(3)より

Sn(σn(f)) = σn(f) である。また補題 5.2(2)より ||Sn

(
f − σn(f)

)
|| ≦ ||f − σn(f)||

だから、ミンコフスキーの不等式と補題 5.2(1)より

||Sn(f)− f || ≦ ||Sn(f)− Sn(σn(f))||+ ||Sn(σn(f))− σn(f)||+ ||σn(f)− f ||

= ||Sn

(
f − σn(f)

)
||+ ||σn(f)− f || ≦ 2||σn(f)− f ||

である。よって

lim
n→∞

||Sn(f)− f || ≦ lim
n→∞

2||σn(f)− f || = 0 (証明終)

系 f が [−L, L]で連続ならば,
∞∑

k=−∞

|ck(f)(t)|2 =
1

2L

∫ L

−L

|f(t)|2dt

(証明) p22の証明から

1

2L

∫ L

−L

|f(t)|2dt−
n∑

k=−n

|ck(f)(t)|2 =
1

2L

∫ L

−L

|Sn(f)(t)− f(t)|2dt = ||Sn(f)− f ||2

である。ここで n → ∞とすると, f は連続であるから ||Sn(f)− f ||2 → 0より

1

2L

∫ L

−L

|f(t)|2dt−
∞∑
−∞

|ck(f)(t)|2 = 0 が得られる。 (証明終)

(注) c0(f) =
a0
2

, ck(f) =
1

2
(ak − bki) , c−k(f) =

1

2
(ak + bki)

と系から、パーセバルの等式 (補題 1.9(P23))が得られる。
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[1] f(x), g(x)は x = aの近くで連続，a以外で微分可能で g′(x) ̸= 0 かつ f(a) = g(a) = 0とする。そ

のとき極限 lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
が存在すれば

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)(
f(x), g(x)が x = aで定義されていなくても lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = 0ならば同じことがいえる。

)
[2] lim

x→∞
f(x) = 0, lim

x→∞
g(x) = 0でかつ極限 lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)
が存在すれば

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)

[3] x → a+ 0(右極限)のとき f(x) → +∞, g(x) → +∞でかつ極限 lim
x→a+0

f ′(x)

g′(x)
が存在すれば

lim
x→a+0

f(x)

g(x)
= lim

x→a+0

f ′(x)

g′(x)

[4] lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = +∞でかつ極限 lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
が存在すれば

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)

(証明の概略)

[1]は Cauchyの平均値の定理
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
(a < c < x) より従う。

[2]は F (x) = f( 1x ), G(x) = g( 1x )に対して [1]の結果を使う。

[3]は a < x < x1 に対しコーシーの平均値定理より

f(x)− f(x1)

g(x)− g(x1)
=

f ′(c)

g′(c)
(x < c < x1)

と表されるので
f(x)

g(x)
=

f ′(c)

g′(c)
×

1− g(x1)
g(x)

1− f(x1)
f(x)

と変形されることにより従う。

[4 ]は F (x) = f( 1x ), G(x) = g( 1x )とおいて [3]の結果 を使う。
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定理 5.6 I,J を開区間をする。2変数関数 f : I × J → R と

その偏導関数
∂f

∂x
: I×J → R が共に連続であれば, 任意の定数 c, d ∈J に対して,関数

F (x) =

∫ d

c

f(x, t)dt

は微分可能であり

d

dx
F (x) =

∫ d

c

∂

∂x
f(x, t)dt

が成り立つ。

(証明) c < dのとき証明する。
∂

∂x
f(x, t) = fx(x, t) と書く。

I に含まれる任意の閉区間を [a, b]とする。fx は [a, b]× [c, d] で一様連続であるから,

任意の正数 εに対しある正数 δ が存在して, |x− y| < δ, |t− s| < δ (x, y ∈ [a, b], t, s ∈ [c, d])

ならば |fx(x, t)− fx(y, s)| < ε となる。

次に,任意の x ∈ (a, b), t ∈ [c, d], h (|h| < δ)に対し平均値の定理より

f(x+ h, t)− f(x, t)

h
= fx(c, t) (c = x+ θh)

をみたす θ (0 < θ < 1)が存在する。 |c− x| = |θh| ≦ |h| ≦ δ

より

∣∣∣∣f(x+ h, t)− f(x, t)

h
− fx(x, t)

∣∣∣∣ = |fx(c, t)− fx(x, t)| < ε

より |h| < δであれば∣∣∣∣∣F (x+ h)− F (x)

h
−
∫ d

c

fx(x, t)dt

∣∣∣∣∣ ≦
∫ d

c

∣∣∣∣f(x+ h, t)− f(x, t)

h
− fx(x, t)

∣∣∣∣ dt
≦
∫ d

c

εdt = (d− c)ε

よって lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
=

∫ d

c

fx(x, t)dt が得られる。 (証明終)
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定理5.7 I を開区間とする。2変数関数 f : I × R → C とその偏導関数
∂f

∂x
: I × R → C が

共に連続で,任意の x ∈ I に対して∫ ∞

−∞
|f(x, t)|dt < ∞ ,

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ ∂∂xf(x, t)
∣∣∣∣ dt < ∞

が成り立つとする。このとき,定数 a, b ∈ I (a < b)に対して

lim
R→∞

sup
a≦x≦b

∫
|t|≧R

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)
∣∣∣∣ dt = 0

であれば,関数 F (x) =

∫ ∞

−∞
f(x, t)dt は (a, b)で微分可能で

d

dx
F (x) =

∫ ∞

−∞

∂f

∂x
(x, t)dt が成り立つ。

(注) 変数 tの積分区間を [0, +∞)としてもこの定理は成り立つ。

(証明) FR(x) =

∫ R

−R

f(x, t)dt , h(x) =

∫ ∞

−∞

∂f

∂x
(x, t)dt , hR(x) =

∫ R

−R

∂f

∂x
(x, t)dt

とおく。条件より

sup
a≦x≦b

|hR(x)− h(x)| = sup
a≦x≦b

∣∣∣∣∣
∫ R

−R

∂f

∂x
(x, t)dt−

∫ ∞

−∞

∂f

∂x
(x, t)dt

∣∣∣∣∣
≦ sup

a≦x≦b

∫
|t|≧R

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)
∣∣∣∣ dt −→ 0 (R → ∞)

より,任意の正数 εに対し,十分大きい正数 Rをとれば sup
a≦x≦b

|hR(x)− h(x)| < ε となる。

∂f

∂x
(x, t) は [a, b]× [−R, R] で一様連続だから,上の εと Rに対して十分小さい正数 δ

をとれば, x, y ∈ [a, b], t, s ∈ [−R,R], |x− y| < δ, |t− s| < δ ならば∣∣∣∣∂f∂x (x, t)− ∂f

∂x
(y, t)

∣∣∣∣ < ε

2R
となる。このとき

|hR(x)− hR(y)| =

∣∣∣∣∣
∫ R

−R

∂f

∂x
(x, t)dt−

∫ R

−R

∂f

∂x
(y, t)dt

∣∣∣∣∣ ≦
∫ R

−R

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)− ∂f

∂x
(y, t)

∣∣∣∣ dt
≦
∫ R

−R

ε

2R
dt = ε より

|h(x)− h(y)| ≦ |h(x)− hR(y)|+ |hR(x)− hR(y)|+ |hR(y)− h(y)| < 3ε

よって h(x)は連続である。a ≦ α < β ≦ b である α, β に対し

F (β)− F (α) = lim
R→∞

FR(β)− FR(α) = lim
R→∞

∫ β

α

∂

∂x
FR(x)dx = lim

R→∞

∫ β

α

hR(x)dx

=

∫ β

α

h(x)dx より F (x)は微分可能であり

d

dx
F (x) = h(x) =

∫ ∞

−∞

∂f

∂x
(x, t)dx が成り立つ。 (証明終)
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補題 5.3 (Abel変換)

2組の数列 {u0, u1, · · · , un} , {v0, v1, · · · , vn} があり

u0 ≧ u1 ≧ u2 ≧ · · · ≧ un ≧ 0 , σk = v0 + v1 + · · ·+ vk (0 ≦ k ≦ n)

とする。ことのき次の不等式が成り立つ。

u0

(
min

0≦k≦n
σk

)
≦

n∑
k=0

ukvk ≦ u0

(
max

0≦k≦n
σk

)

(証明) S =

n∑
k=0

ukvk = u0σ0 + u1(σ1 − σ0) + · · ·+ un(σn − σn−1)

= σ0(u0 − u1) + σ1(u1 − u2) + · · ·+ σn−1(un−1 − un) + σnun

ここで u0 − u1 ≧ 0 , u1 − u2 ≧ 0 , · · · , un−1 − un ≧ 0 , un ≧ 0 より

S ≦
(

max
0≦k≦n

σk

)
{(u0 − u1) + (u1 − u2) + · · ·+ (un−1 − un) + un}

= u0

(
max

0≦k≦n
σk

)

同様にして S ≧ u0

(
min

0≦k≦n
σk

)
が得られる。 (証明終)

系 (Abelの連続定理)

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + · · ·

が x = Rで収束すれば, 0 ≦ x ≦ Rで一様収束する。

(証明) x = Rで収束するから任意の正数 εに対し,ある自然数 N がとれて, p, q > N (p < q)

であれば

−ε <

q∑
k=p

akR
k < ε

が成り立つ。ここで uk =
( x
R

)k+p

, vk = ak+pR
k+p とおくと,前定理より

( x
R

)p
min

p≦s≦q

 s∑
k=p

akR
k

 ≦
q∑

k=p

akx
k ≦

( x
R

)p
max
p≦s≦q

 s∑
k=p

akR
k


より −ε <

q∑
k=p

akx
k < ε から 0 ≦ x ≦ R で一様収束する。 (証明終)



2014 年度「数学 8」　第 5 章 − 95 −

< 積分の第 2平均値の定理 1 >

定理 5.8 (積分の第 2平均値の定理)

関数 f, φ : [a, b] → R は連続, φは単調非増加

(x < y ⇒ φ(x) ≧ φ(y)) で正 (φ(b) > 0)とする。このとき∫ b

a

φ(x)f(x)dx = φ(a)

∫ ξ

a

f(x)dx (a ≦ ξ ≦ b)

をみたす ξが存在する。

(注) φは単調非増加であれば連続でなくても良い。φ(x)f(x)が積分可能であれば定理は成り

立つ。

(証明) [a, b]を n等分した分点を a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,

h =
b− a

n
とおく。uk = φ(xk) , vk = f(xk)h (k = 0, 1, · · · , n)

に対し Abel変換の定理より

1⃝ φ(a)

min
k

k∑
j=0

f(xj)h

 ≦
n∑

k=0

φ(xk)f(xk)h ≦ φ(a)

max
k

k∑
j=0

f(xj)h


が成り立つ。φ(x)f(x)は連続だから [a, b]で積分可能である。よって任意の正数 εに対し,

十分大きな自然数N をとれば, n ≧ N のとき

2⃝

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

φ(xk)f(xk)h−
∫ b

a

φ(x)f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε

が成り立つ。f(x)は [a, b]で一様連続であるから,上記の ε に対し,ある正数 δが存在して,

0 < δ′ ≦ δであれば

3⃝ sup
|x−y|<δ′

x, y∈[a, b]

|f(x)− f(y)| < ε

(b− a)φ(a)

が成り立つ。ここで h =
b− a

n
< δ となるように n (≧ N) を十分大きくとる。 3⃝式より

4⃝

∣∣∣∣∣∣
k∑

j=0

f(xj)h−
∫ a+(k+1)h

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

φ(a)
(k = 0, 1, 2, · · · , n)

が成り立つ。
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< 積分の第 2平均値の定理 2 >

(積分の第 2平均値の定理の証明の続き)

4⃝より

k∑
j=0

f(xj)h <

∫ a+(k+1)h

a

f(x)dx+
ε

φ(a)
(k = 0, 1, · · · , n)

だから

max
k

k∑
j=0

f(xj)h < max
k

∫ a+(k+1)h

a

f(x)dx+
ε

φ(a)

≦ max
a≦ξ≦b

∫ ξ

a

f(x)dx+
ε

φ(a)

ここで φ(a) > 0より

5⃝ φ(a)

max
k

k∑
j=0

f(xj)h

 ≦ φ(a)

{
max
a≦ξ≦b

∫ ξ

a

f(x)dx

}
+ ε

また 2⃝と 1⃝より

6⃝
∫ b

a

φ(x)f(x)dx− ε <
n∑

k=0

φ(xh)f(xh)h ≦ φ(a)

max
k

k∑
j=0

f(xj)h


5⃝, 6⃝より∫ b

a

φ(x)f(x)dx− ε < φ(a)

{
max
a≦ξ≦b

∫ ξ

a

f(x)dx

}
+ ε

ここで εは任意の正数だから

7⃝
∫ b

a

φ(x)f(x)dx ≦ φ(a)

{
max
a≦ξ≦b

∫ ξ

a

f(x)dx

}

が成り立つ。同様にして

8⃝ φ(a)

{
min

a≦ξ≦b

∫ ξ

a

f(x)dx

}
≦
∫ b

a

φ(x)f(x)dx

が成り立つ。 7⃝, 8⃝から φ(a)で割ると

min
a≦ξ≦b

∫ ξ

a

f(x)dx ≦ 1

φ(a)

∫ b

a

φ(x)f(x)dx ≦ max
a≦ξ≦b

∫ ξ

a

f(x)dx

が成り立つ。F (ξ) =

∫ ξ

a

f(x)dx は [a, b]で定義された連続関数だから,中間値の定理より,

ある ξ (a ≦ ξ ≦ b) が存在して

1

φ(a)

∫ b

a

φ(x)f(x)dx =

∫ ξ

a

f(x)dx が成り立つ。 (証明終)
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< 広義積分の収束条件 1 >

定理 5.9 関数 f : R → Rに対し

(1)

∫ ∞

0

|f(t)|dt < ∞ ならば lim
b→∞

∫ b

0

f(t)dt は収束する。

(2)

∫ 0

−∞
|f(t)|dt < ∞ ならば lim

a→−∞

∫ 0

a

f(t)dt は収束する。

(3)

∫ ∞

−∞
|f(t)|dt < ∞ ならば lim

b→∞
a→−∞

∫ b

a

f(t)dt は収束する。

(証明) (1)を示す。

f+(t) = max{f(t), 0} , f−(t) = min{f(t), 0} とおくと

f+(t) + f−(t) = f(t) , f+(t)− f−(t) = |f(t)|

0 ≦ f+(t) ≦ |f(t)| , 0 ≦ −f−(t) ≦ |f(t)|

である。ここで

F+(t) =

∫ t

0

f+(s)ds , F−(t) =

∫ t

0

−f−(s)ds

とおくと F+, F− は単調非減少でかつ有界

0 ≦ F+(t) ≦
∫ ∞

0

|f(s)|ds , 0 ≦ F−(t) ≦
∫ ∞

0

|f(s)|ds

であるから極限 lim
t→∞

F+(t) , lim
t→∞

F−(t) は収束する。従って

lim
b→∞

∫ b

0

f(t)dt = lim
b→∞

{F+(b)− F−(b)} も収束する。

(2)も同様に示される。(3)は (1), (2)の結果からわかる。 (証明終)

系 f : R → Cが任意有限区間で積分可能であり、
∫ ∞

−∞
|f(t)|dt < ∞ ならば

極限 lim
b→∞

a→−∞

∫ b

a

f(t)dt は収束する。

(証明) Re(f(t)) = x(t) (実部), Im(f(t)) = y(t) (虚部)とおくと f(t) = x(t) + iy(t)であり

|f(t)| =
√

(x(t))2 + (y(t))2 だから |x(t)| ≦ |f(t)|, |y(t)| ≦ |f(t)|より∫ ∞

−∞
|x(t)|dt ≦

∫ ∞

−∞
|f(t)|dt < ∞,

∫ ∞

−∞
|y(t)|dt ≦

∫ ∞

−∞
|f(t)|dt < ∞

上記定理の (3)より lim
b→∞

a→−∞

∫ b

a

x(t)dt と lim
b→∞

a→−∞

∫ b

a

y(t)dt は収束するから

lim
b→∞

a→−∞

∫ b

a

f(t)dt = lim
b→∞

a→−∞

{∫ b

a

x(t)dt+ i

∫ b

a

y(t)dt

}
も収束する。 (証明終)
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< 広義積分の収束条件 2 >

補題 5.4 極限 lim
t→∞

f(t) が収束するための必要十分条件は

lim
t→∞
t′→∞

|f(t)− f(t′)| = 0 が成り立つことである。

系 極限 lim
b→∞

∫ b

0

f(t)dt が収束するための必要十分条件は

lim
b→∞
b′→∞

∣∣∣∣∣
∫ b′

b

f(t)dt

∣∣∣∣∣ = 0 が成り立つことである。

例 f(t) =

 sin t
t : t ̸= 0

1 : t = 0
に対し, lim

b→∞

∫ b

0

f(t)dt が収束することを示す。

定数 b, b′ (0 < b < b′)に対し∫ b′

b

f(t)dt =

∫ b′

b

sin t

t
dt =

∫ b′

b

1

t
× (− cos t)′dt

=

[
1

t
× (− cos t)

]b′
b

−
∫ b′

b

(
− 1

t2

)
× (− cos t)dt

= −cos b′

b′
+

cos b

b
+

∫ b′

b

cos t

t2
dt

より∣∣∣∣∣
∫ b′

b

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≦
∣∣∣∣−cos b′

b′

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣cos bb

∣∣∣∣+ ∫ b′

b

∣∣∣∣cos tb2

∣∣∣∣ dt
≦ 1

b′
+

1

b
+

∫ b′

b

1

t2
dt =

1

b′
+

1

b
+

[
−1

t

]b′
b

=
1

b′
+

1

b
− 1

b′
+

1

b
=

2

b

また b′ < bのとき同様にして

∣∣∣∣∣
∫ b′

b

f(t)dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ b

b′
f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≦ 2

b′

よって

∣∣∣∣∣
∫ b′

b

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≦ max

{
2

b
,

2

b′

}
より

lim
b→∞
b′→∞

∣∣∣∣∣
∫ b′

b

f(t)dt

∣∣∣∣∣ = 0 従って上記の系より lim
b→∞

∫ b

0

f(t)dt は収束する。
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< 定理 2.1(2)の証明 >

定理 2.1(2) 定理 α, β (α > 0) に対し
∫ ∞

0

e−αt sin(βt)

t
dt = tan−1

(
β

α

)

(証明) f(x, t) =

 e−αt sin(xt)
t : t > 0

x : t = 0

とおくと f は R× [0, ∞)で連続であり, xに関する偏導関数

∂f

∂x
(x, t) =

 e−αt cos(xt) : t > 0

1 : t = 0

 = e−αt cos(xt)

も R× [0, ∞)で連続である。また各 x ∈ Rに対し

|f(x, t)| ≦ e−αt|x| ,

∣∣∣∣ ∂t∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≦ e−αt より

∫ ∞

0

|f(x, t)|dt ≦ |x|
∫ ∞

0

e−αtdt =
|x|
α

< ∞

∫ ∞

0

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ dt ≦ ∫ ∞

0

e−αtdt =
1

α
< ∞

である。また任意の定数 a, b (a < b)に対し,

lim
R→∞

max
a≦x≦b

∫ ∞

R

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ dt ≦ lim
R→∞

∫ ∞

R

e−αtdt = 0

より定理 5.7(p.93)によって F (x) =

∫ ∞

0

f(x, t)dx は微分可能であり

p.30定理 2.1(1) の結果より

d

dx
F (x) =

∫ ∞

0

∂f

∂x
(x, t)dt =

∫ ∞

0

e−αt cos(xt)dt =
α

α2 + x2

となるから

F (x) =

∫
α

α2 + x2
dx = tan−1

(x
α

)
+ C (C は定数)

である。ここで

F (0) =

∫ ∞

0

f(0, t)dt = 0 より C = 0

よって

F (x) =

∫ ∞

0

e−αt sin(xt)

t
dt = tan−1

(x
α

)
より求める式が得られる。 (証明終)
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< 定理 2.1(3)の証明 >

定理 2.1(3)
∫ ∞

0

sin t

t
dt =

π

2

(証明) 定数 α(≧ 0)と自然数 nに対し

Fn(α) =

∫ n

0

e−αt sin t

t
dt

とおく。定数 α, β, t (α < β, t > 0) に対し,平均値の定理より

e−αt − e−βt = −te−ct(α− β) (α < c < β)

をみたす cが存在するから

|Fn(α)− Fn(β)| =
∣∣∣∣∫ n

0

(β − α)e−ct sin tdt

∣∣∣∣ ≦ |β − α|n

より Fn(α)は αに関して連続である。一方 lim
b→∞

∫ b

0

sin t

t
dt

は収束するから lim
n→∞
m→∞

∫ n

m

sin t

t
dt = 0 である。よって任意の正数 εに対し,

十分大きい自然数 N をとると, m, n ≧ N (m ≦ n) であれば∣∣∣∣∫ n

m

sin t

t
dt

∣∣∣∣ < ε

となる。このm, nに対し Fn(α)− Fm(α) =

∫ n

m

e−αt sin t

t
dt

を考える。α ≧ 0より e−αt は単調非増加で正より積分の第 2平均値の定理から

Fn(α)− Fm(α) =

∫ n

m

e−αt sin t

t
dt = e−αm

∫ ξ

m

sin t

t
dt

をみたす ξ (m ≦ ξ ≦ n) が存在する。従って

max
0≦α≦1

|Fn(α)− Fn(α)| ≦
∣∣∣∣∣
∫ ξ

m

sin t

t
dt

∣∣∣∣∣ < ε

だから lim
n→∞

Fn(α) = lim
n→∞

∫ n

0

e−αt sin t

t
dt =

∫ ∞

0

e−αt sin t

t
dt

は α (0 ≦ α ≦ 1)に関して一様に収束する。Fn(α)は αに関して連続だから極限の関数

F (α) =

∫ ∞

0

e−αt sin t

t
dt も αに関して連続である。従って

∫ ∞

0

sin t

t
dt = lim

α→0
α>0

∫ ∞

0

e−αt sin t

t
dt = lim

α→0
α>0

tan−1

(
1

α

)
=

π

2
(証明終)
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< 定理 2.3(2)の証明 >

定理 2.3(2) f が絶対可積分であれば F (x) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdtは有界で一様連続

(証明) |F (x)| =
∣∣∣∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt

∣∣∣ ≦ ∫ ∞

−∞
|f(t)e−ixt|dt ≦

∫ ∞

−∞
|f(t)|dt < ∞

より有界である。任意の実数 x, y(x < y)に対し、平均値の定理から

cos y − cosx

y − x
= − sin ξ ,

sin y − sinx

y − x
= cos η

をみたす定数 ξ, η ∈ [x, y]が存在する。従って

| cos y − cosx| = |(− sin ξ)(y − x)| ≦ |y − x|

| sin y − sinx| = |(cos η)(y − x)| ≦ |y − x|

より |e−iyt − e−ixt| ≦ | cos yt− cosxt|+ | sin yt− sinxt|

≦ 2|x− y| · |t|

である。一方 f は絶対可積分だから lim
R→∞

∫
|t|>R

|f(t)|dt = 0より、

任意の正数 εに対し、十分大きい正数 Rをとれば∫
|t|>R

|f(t)|dt ≦ ε

4

となる。
∫ ∞

−∞
|f(t)|dt = K とおく。上記の εと R , K に対し、|x− y| ≦ ε

4RK
であれば

|F (x)− F (y)| =
∣∣∣∫ ∞

−∞
f(t)(e−iyt − e−ixt)dt

∣∣∣
≦
∣∣∣∫

|t|>R

f(t)(e−iyt − e−ixt)dt
∣∣∣+ ∣∣∣∫ R

−R

f(t)(e−iyt − e−ixt)dt
∣∣∣

≦ 2

∫
|t|>R

|f(t)|dt+
(

max
−R≦t≦R

|e−iyt − e−ixt|
)
·
∫ R

−R

|f(t)|dt

≦ 2ε

4
+ 2|x− y| ·R ·K ≦ ε

2
+ 2 · ε

4RK
·R ·K ≦ ε

より F (x)は一様連続である。(証明終)
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< 定理 2.3(3)の証明 >

定理 2.3(3) f が絶対可積分で有界ならば

lim
x→∞

∫ ∞

−∞
f(t) cos(xt)dt = 0 , lim

x→∞

∫ ∞

−∞
f(t) sin(xt)dt = 0

(証明) (2)の証明と同様にして g(x) =

∫ ∞

−∞
f(t) cos(xt)dtは有界で一様連続だから、

任意の正数 εに対して十分小さい正数 δをとると、

|x− y| < δならば |g(x)− g(y)| < ε

3
· · · 1⃝

となる。この δと εに対し、Rを十分大きくとると、

π

R
< δかつ

∫
|t|>R

|f(t)|dt < ε

3
· · · 2⃝

とできる。f は有界で積分可能だから、有限区間で 2乗可積分である。

従って補題 1.11(P.24)より L = Rのとき

lim
n→∞

∫ R

−R

f(t) cos
(nπ
R

t
)
dt = 0

である。よってN を十分大きくとると n ≧ N であれば∣∣∣∫ R

−R

f(t) cos
(nπ
R

t
)
dt
∣∣∣ < ε

3
· · · 3⃝

そこで x ≧ Nπ

R
とすると、ある自然数m(≧ N)が存在し

mπ

R
≦ x <

(m+ 1)π

R
となる。従って

∣∣∣x− mπ

R

∣∣∣ ≦ π

R
< δより

1⃝, 2⃝, 3⃝から

|g(x)| ≦
∣∣∣g(x)− g

(mπ

R

)∣∣∣+ ∣∣∣g(mπ

R

)∣∣∣
≦ ε

3
+
∣∣∣∫

|t|>R

f(t) cos
(mπt

R

)
dt+

∫ R

−R

f(t) cos
(mπt

R

)
dt
∣∣∣

≦ ε

3
+

∫
|t|>R

|f(t)|dt+
∣∣∣∫ R

−R

f(t) cos
(mπt

R

)
dt
∣∣∣ < ε

よって lim
x→∞

g(x) = lim
x→∞

∫ ∞

−∞
f(t) cos(xt)dt = 0が示された。

lim
x→∞

∫ ∞

−∞
f(t) sin(xt)dt = 0 も同様である。(証明終)
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< P.38例の証明 >

◎ 任意の非負整数mに対し lim
|t|→∞

|t|me−t2 = 0 · · · 1⃝

であることから sup
t∈R

|tm|e−t2 < ∞· · · 2⃝

が成立する。

(証明) 背理法で示す。

もし sup
t∈R

|tm|e−t2 = +∞

と仮定すると、ある点列 t1, t2, · · · , tn, · · · (tn ∈ R)が存在し

lim
n→∞

|tn|me−(tn)
2

= +∞· · · 3⃝

が成り立つ。

(1) 集合 {|tn| : n ≧ 1}が有界でなければ、ある部分列 {tnk
}が存在し

lim
k→∞

|tnk
| = +∞ かつ lim

k→∞
|tnk

|me−(tnk
)2 = +∞ であり、

これは 1⃝に矛盾する。

(2) 集合 {|tn| : n ≧ 1}が有界であれば、ある正数M が存在して、

|tn| ≦ M (n ≧ 1)である。このときある部分列 {tnk
}が存在し、

lim
k→∞

tnk
は収束する。その極限を

lim
k→∞

tnk
= t∞ とおくと |tnk

| ≦ M より |t∞| ≦ M である。

このとき

lim
k→∞

|tnk
|me−(tnk

)2 ≦ Mm < ∞

となり、これは 3⃝に矛盾する。

(1),(2)のいずれの場合も矛盾するので 2⃝が成立する。(証明終)
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< P.38補題 2.1, 2.2の証明 >

[補題 2.1の証明] f ∈ S (R)のとき f (r) ∈ S (R)は明らかである。

自然数 rに対して trf(t) ∈ S (R)を示す。任意の非負整数m,nに対し

sup
t∈R

|t|m · | d
n

dtn
(trf(t))| = sup

t∈R
|t|m

∣∣∣ n∑
k=0

nCk

(
dk

dtk
tr
)
· f (n−k)(t)

∣∣∣
≦

n∑
k=0

nCk ·Ar(k) sup
t∈R

|t|m+r−k · |f (n−k)(t)| < ∞

ここで Ar(k) =


r(r − 1) · · · (r − k + 1) : k ≦ rのとき

0 : k > rのとき

より trf(t) ∈ S (R)である。(証明終)

[補題 2.2の証明] m = n = 0のとき sup
t∈R

|t|m|f (n)(t)| = sup
t∈R

|f(t)| < ∞

より f は有界であり sup
t∈R

|f(t)| = M とする。またm = 2, n = 0のとき

sup
t∈R

|t|m|f (n)(t)| = sup
t∈R

|t|2|f(t)| < ∞より sup
t∈R

|t|2|f(t)| = K

とおく。t ̸= 0のとき |f(t)| ≦ K

t2
である。

∫ ∞

−∞
|f(t)|dt = lim

b→∞
a→−∞

∫ b

a

|f(t)|dt

= lim
b→∞

a→−∞

{∫ −1

a

|f(t)|dt+
∫ 1

−1

|f(t)|dt+
∫ b

1

|f(t)|dt
}

≦ lim
b→∞

a→−∞

{∫ −1

a

K

t2
dt+

∫ 1

−1

Mdt+

∫ b

1

K

t2
dt
}

= lim
b→∞

a→−∞

{[
−K

t

]−1

a
+ [Mt]1−1 +

[
−K

t

]b
1

}

= lim
b→∞

a→−∞

{
K +

K

a
+ 2M − K

b
+K

}
= 2K + 2M < ∞ (証明終)
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< P.38補題 2.3の証明 >

[補題 2.3の証明] m = 1のとき F1(x, t) = f(t) cos(xt), F2(x, t) = −f(t) sin(xt)

とおくと f(t)e−ixt = F1(x, y) + iF2(x, y)である。f ∈ S (R)より,

F1(x, t)は R× Rで連続、
∂F1

∂x
(x, t) = −tf(t) sin(xt), F2(x, t)および

∂F2

∂x
(x, t) = −tf(t) cos(xt)も共に R× Rで連続であり、Rの任意の閉区間 I = [a, b]に属する xに対し∫ ∞

−∞

∣∣∣Fi(x, t)
∣∣∣dt ≦ ∫ ∞

−∞
|f(t)|dt < ∞ (i = 1, 2)

∫ ∞

−∞

∣∣∣ ∂
∂x

Fi(x, t)
∣∣∣dt ≦ ∫ ∞

−∞
|tf(t)|dt < ∞ (i = 1, 2)

lim
R→∞

max
a≦x≦b

∫
|t|>R

∣∣∣ ∂
∂x

Fi(x, t)
∣∣∣dt ≦ lim

R→∞

∫
|t|>R

|tf(t)|dt = 0 (i = 1, 2)

となるから積分記号下の微分可能性の定理 5.7より∫ ∞

−∞
f(t) cos(xt)dtと −

∫ ∞

−∞
f(t) sin(xt)dtは共に xに関して微分可能で

d

dx

∫ ∞

−∞
f(t) cos(xt)dt = −

∫ ∞

−∞
{tf(t) sin(xt)}dt ,

d

dx

∫ ∞

−∞
{−f(t) sin(xt)}dt = −

∫ ∞

−∞
{tf(t) cos(xt)}dt

だから

d

dx

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt =

∫ ∞

−∞
{−itf(t)e−ixt}dt

= −i

∫ ∞

−∞
tf(t)e−ixtdt

である。m ≧ 2については、これをくり返せば

dm

dxm

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt = (−i)

m
∫ ∞

−∞
tmf(t)e−ixt dt

が得られる。(証明終)
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< 広義積分の近似 >

補題 5.5 定数 c,r (c > 0, r > 1)が存在し、(∗)式を満たす積分可能な関数 f がある。

(∗) |f(x)| < c

(1 + |x|)r

この関数 f に対して、次式が成り立つ。

(1) lim
∆x→0

∞∑
k=0

f(k∆x)∆x =

∫ ∞

0

f(x)dx (2) lim
∆x→0

∞∑
k=−∞

f(k∆x)∆x =

∫ ∞

−∞
f(x)dx

(証明) (1)を示す。f は絶対可積分だから、任意の正数 εに対し、ある正数M と δ(0 < δ < M)が存

在し ∫ ∞

M

|f(x)|dx < ε

かつ
c

(r − 1)(1 +M − δ)
r−1 < ε

となる。ここで cと rは条件式 (∗)の定数である。そこで |∆x| < δのとき、∑
k> M

∆x

|f(k∆x)|∆x ≦
∑

k∆x>M

c

(1 + k∆x)
r ·∆x

≦
∫ ∞

M−∆x

c

(1 + x)
r dx =

c

(r − 1)(1 +M −∆x)
r−1 < ε

が成り立つ。f は区間 [0,M ]でリーマン積分可能だから

lim
∆x→0

∑
0≦k≦ M

∆x

f(k∆x)∆x =

∫ M

0

f(x)dx

が成り立つ。よって

lim
∆x→0

∣∣∣ ∞∑
k=0

f(k∆x)∆x−
∫ ∞

0

f(x)dx
∣∣∣

≦ lim
∆x→0

{∣∣∣ ∑
0≦k≦ M

∆x

f(k∆x)∆x−
∫ M

0

f(x)dx
∣∣∣+ ∑

k> M
∆x

∣∣∣f(k∆x)
∣∣∣∆x+

∫ ∞

M

|f(x)|dx
}
≦ 2ε

より (1)が成り立つ。(2)も同様である。

(注) f(x) =


x− n+ 1

n : n− 1
n ≦ x ≦ n (n ≧ 2)

−x+ n+ 1
n : n ≦ x ≦ n+ 1

n (n ≧ 2)

0 :その他

は絶対可積分で一様連続であるが (1)式は成り立たない。
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補題 5.6 関数 f : R → R は何回でも微分可能であり、ある正定数 M が存在して |t| > M であれば

f(t) = 0とする。このとき次式が成り立つ。

(i) f ∈ S (R)

(ii) lim
L→∞

∞∑
k=−∞

cke
ikωt =

1

2π

∫ ∞

−∞
F (x)eixtdx

ただし ck =
1

2L

∫ L

−L

f(t)e−ikωtdt , F (x) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt , ω =

π

L

である。

(証明) (i) 任意の非負整数m,nに対し、g(t) = |t|m|f (n)(t)|は連続で、

|t| > M であれば g(t) = 0となる。K = max
|t|≦M

g(t)とおくと

sup
t∈R

g(t) = K < ∞より f ∈ S (R)がわかる。

(ii) f ∈ S (R)だから、そのフーリエ変換F [f(t)] = F (x)もS (R)の元である。(P.39)

FL(x) =

∫ L

−L

f(t)e−ikωtdtとすると、条件より L > M ならば FL(x) = F (x)である。

そこで L > M のとき、FL = F ∈ S (R)より sup
x∈R

|x|m · |F (x)| < ∞ (m = 0, 1, 2, · · · )

だから sup
x∈R

(1 + |x|)2|F (x)| = MF < ∞ より

∣∣∣ 1
2π

F (x)eixt
∣∣∣ ≦ MF

(1 + |x|)2

ck =
1

L
FL(kω) =

ω

π
F (kω)

である。ここで∆x = ω
(
=

π

L

)
とおくと L → ∞のとき∆x → 0であり

1

2π
F (x)eixt に関する広義積分の近似 (補題 5.5)より

lim
L→∞

∞∑
k=−∞

cke
ikωt = lim

L→∞

∞∑
k=−∞

ω

2π
F (kω)eikωt

= lim
∆x→0

1

2π

∞∑
k=−∞

F (k∆x)eikωt∆x =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (x)eixtdx

が成り立つ。(証明終)
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補題 5.7 関数 f : [a, b]× [c, d] → C(複素数の全体)が連続ならば∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy
)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx
)
dy

(証明) f は [a, b]× [c, d]で一様連続であるから、任意の正数 εに対し、ある正数 δが存在して、

|x1 − x2| < δかつ |y1 − y2| < δならば |f(x1, y1)− f(x2, y2)| <
ε

2(b− a)(d− c)

とできる。この δに対し [a, b], [c, d]を等分した分点を

a = x0 < x1 < · · · < xn = b
(
xj − xj−1 =

b− a

n

)
c = y0 < y1 < · · · < ym = d

(
yk − yk−1 =

d− c

m

)
とおき、

b− a

n
< δ ,

d− c

m
< δとなるようにする。

(x, y) ∈ [xj−1, xj ]× [yk−1, yk]のとき fnm(x, y) = f(xj−1, yk−1)

(j = 1, 2, · · · , n, k = 1, 2, · · · ,m)と定めると

sup
a≦x≦b

c≦y≦d

|f(x, y)− fnm(x, y)| < ε

2(b− a)(d− c)
となる。

∫ b

a

(∫ d

c

fnm(x, y)dy
)
dx =

n∑
j=1

( m∑
k=1

f(xj−1, yk−1) ·
d− c

m

)b− a

n

=
m∑

k=1

( n∑
j=1

f(xj−1, yk−1) ·
b− a

n

)d− c

m
=

∫ d

c

(∫ b

a

fnm(x, y)dx
)
dy より

∣∣∣∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy
)
dx−

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dy
)
dx
∣∣∣

≦
∫ b

a

(∫ d

c

|f(x, y)− fnm(x, y)|dy
)
dx+

∫ d

c

(∫ b

a

|fnm(x, y)− f(x, y)|dx
)
dy < ε

が成り立つ。εは任意であるから求める等式が得られる。 (証明終)
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補題 5.8 f : R2 → Cが連続ならば、任意の正数 Rに対し、∫ R

−R

f(x, y)dyは xについて連続である。

(証明) x0 ∈ Rとする。f は [x0 − 1, x0 + 1]× [−R,R]で一様連続だから∣∣∣∫ R

−R

f(x, y)dy −
∫ R

−R

f(x0, y)dy
∣∣∣ ≦ ∫ R

−R

|f(x, y)− f(x0, y)|dy

≦ 2R sup
−R≦y≦R

|f(x, y)− f(x0, y)| → 0 (x → x0) (証明終)

補題 5.9 f : R2 → Rを非負実数値の連続関数で、

(A)

∫ ∞

−∞
f(x, y)dxは yについての連続関数

と仮定すると

(i) もし
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dyが収束すれば、

∫ R

−R

(∫ R

−R

f(x, y)dx
)
dyは R → ∞で極限値をもつ。

(ii) もし lim
R→∞

∫ R

−R

(∫ R

−R

f(x, y)dx
)
dy = K ならば、

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dyはK に収束する。

(証明) (i)

∫ R

−R

(∫ R

−R

f(x, y)dx
)
dy ≦

∫ R

−R

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dy ≦

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dyより

∫ R

−R

(∫ R

−R

f(x, y)dx
)
dy は Rについて上に有界な単調増加関数だから

R → ∞で極限値をもつ。
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(補題 5.9 (ii)の証明)∫ ∞

−∞
f(x, y)dx ≧ 0なので

∫ T

−T

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dyは T について単調増加関数である。

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dyが極限値 L ≦ K に収束することを背理法で示す。

∫ T

−T

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dy ≧ K + η をみたすような η > 0と T > 0が存在すると仮定する。

v ∈ [−T, T ]に対し∫ ∞

−∞
f(x, v)dx−

∫ R(v)

−R(v)

f(x, v)dx <
η

4T + 2
· · · 1⃝

を満たすようなR(v)(> 0)がとれる。仮定 (A)から
∫ ∞

−∞
f(x, y)dx は yについて連続であり、

また補題 5.8より
∫ R(v)

−R(v)

f(x, y)dxも yについて連続だから
∫ ∞

−∞
f(x, y)dx−

∫ R(v)

−R(v)

f(x, y)dx

は yについての連続関数である。

よって 1⃝より十分小さな正数 δ(v)をとれば、|v − y| < δ(v)のとき∫ ∞

−∞
f(x, y)dx−

∫ R(v)

−R(v)

f(x, y)dx <
η

2T + 2
· · · 2⃝

となる。今 vの δ(v)近傍を Iv = (v − δ(v), v + δ(v))とすると

[−T, T ] ⊂
∪

v∈[−T,T ]

Ivとなる。ハイネ - ボレル - ルベーグ (Heine - Borel - Lebesgue)の被覆定

理より有限個の v1, v2, · · · , vm ∈ [−T, T ]が存在して [−T, T ] ⊂
m∪
j=1

Ivj となる。各 viに対し、

1⃝で定まる R(vj)をとり、R = max{T,R(v1), R(v2), · · ·R(vm)}とおく。

このとき 2⃝より、y ∈ [−T, T ]に対し、∫ ∞

−∞
f(x, y)dx−

∫ R

−R

f(x, y)dx ≦
∫ ∞

−∞
f(x, y)dx−

∫ R(vj)

−R(vj)

f(x, y)dx ≦ η

2T + 2

が成り立つ。



2014 年度「数学 8」　第 5 章 − 111 −

< 積分順序の交換 4 >

(補題 5.9 (ii)の証明の続き)

K ≧
∫ R

−R

(∫ R

−R

f(x, y)dx
)
dy ≧

∫ T

−T

(∫ R

−R

f(x, y)dx
)
dy

≧
∫ T

−T

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx− η

2T + 2

)
dy

=

∫ T

−T

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dy − 2Tη

2T + 2
> K + η − η = K

となり矛盾が生じる。ゆえに
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dy = L ≦ K

一方 L =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dy ≧

∫ R

−R

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dy ≧

∫ R

−R

(∫ R

−R

f(x, y)dx
)
dy

より K = lim
R→∞

∫ R

−R

(∫ R

−R

f(x, y)dx
)
dy ≦ Lより L = K。 (証明終)

補題 5.10 f : R2 → Rを非負連続関数で、

(A1)

∫ ∞

−∞
f(x, y)dyは xについての連続関数,

(A2)

∫ ∞

−∞
f(x, y)dxは yについての連続関数

と仮定する。さらに

(B)

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dyが収束すれば、

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dy

)
dxも収束し、

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dy =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dy

)
dx

(証明) 補題 5.7と補題 5.9より∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dy = lim

R→∞

∫ R

R

(∫ R

−R

f(x, y)dx
)
dy

= lim
R→∞

∫ R

R

(∫ R

−R

f(x, y)dy
)
dx =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dy

)
dx (証明終)
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定理 5.10 f : R2 → Cは連続で

(A1)

∫ ∞

−∞
|f(x, y)|dyは xについての連続関数、

(A2)

∫ ∞

−∞
|f(x, y)|dxは yについての連続関数でかつ

(B)

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
|f(x, y)|dx

)
dyが収束する

と仮定すると、
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dyと

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dy

)
dx

は収束し、∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dy =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dy

)
dx

(証明) f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) (u(x, y), v(x, y) ∈ R)とし、

f1(x, y) = max {u(x, y), 0} , f2(x, y) = max {−u(x, y), 0}

f3(x, y) = max {v(x, y), 0} , f4(x, y) = max {−v(x, y), 0}

とおくと fj(x, y) ≧ 0 (j = 1, 2, 3, 4) , f1(x, y)− f2(x, y) = u(x, y)

f3(x, y)− f4(x, y) = v(x, y) , |fj(x, y)| ≦ |f(x, y)| (j = 1, 2, 3, 4)

|fj(x1, y1)− fj(x2, y2)| ≦ |f(x1, y1)− f(x2, y2)| (j = 1, 2, 3, 4)

だから fj(x, y)は連続で

0 ≦
∫ R

−R

fj(x, y)dx ≦
∫ R

−R

|f(x, y)|dx ≦
∫ ∞

−∞
|f(x, y)|dx

より
∫ ∞

−∞
fj(x, y)dxは収束している。

次に fj が補題 5.10の仮定 (A1),(A2)をみたしていることを示す。

x0 ∈ Rと ε > 0に対し、∫ ∞

−∞
|f(x0, y)|dy −

∫ R

−R

|f(x0, y)|dy <
ε

6

をみたす正数 Rが存在する。
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[定理 5.10の証明の続き]

仮定より
∫ ∞

−∞
|f(x, y)|dyは xについて連続であり、補題 5.8より

∫ R

−R

|f(x, y)|dy

も xについて連続だから |x− x0| < δ1 のとき

0 ≦
∫ ∞

−∞
|f(x, y)|dy −

∫ R

−R

|f(x, y)|dy <
ε

3

が成り立つように正数 δ1 をとれる。0 ≦ fj(x, y) ≦ |f(x, y)|より

|x− x0| < δ1 のとき

0 ≦
∫ ∞

−∞
fj(x, y)dy −

∫ R

−R

fj(x, y)dy =

∫
|y|>R

fj(x, y)dy

≦
∫
|y|>R

|f(x, y)|dy <
ε

3

が成り立つ。ここで fj は連続だから
∫ R

−R

fj(x, y)dyは xについて連続

である。よって |x− x0| < δ2 のとき∣∣∣∣∣
∫ R

−R

fj(x, y)dy −
∫ R

−R

fj(x0, y)dy

∣∣∣∣∣ < ε

3

が成り立つように正数 δ2 がとれる。δ = min{δ1, δ2}とすると

|x− x0| < δのとき∣∣∣∣∫ ∞

−∞
fj(x, y)dy −

∫ ∞

−∞
fj(x0, y)dy

∣∣∣∣
≦
∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
fj(x, y)dy −

∫ R

−R

fj(x, y)dy

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ R

−R

fj(x, y)dy −
∫ R

−R

fj(x0, y)dy

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ R

−R

fj(x0, y)dy −
∫ ∞

−∞
fj(x0, y)dy

∣∣∣∣∣ < ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε

従って (A1)j :

∫ ∞

−∞
fj(x, y)dyは xについて連続である。

同様に (A2)j :

∫ ∞

−∞
fj(x, y)dxは yについて連続である。

また 0 ≦
∫ ∞

−∞
fj(x, y)dx ≦

∫ ∞

−∞
|f(x, y)|dxと仮定 (B)から

(B)j :

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
fj(x, y)dx

)
dyも収束する。



2014 年度「数学 8」　第 5 章− 114 −

< 積分の順序交換 6 >

[定理 5.10の証明の続き]

よって fj は補題 5.10の仮定をすべてみたすので、
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
fj(x, y)dy

)
dx

も収束し、
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
fj(x, y)dx

)
dy =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
fj(x, y)dy

)
dx (j = 1, 2, 3, 4)

が成立する。f(x, y) = f1(x, y)− f2(x, y) + if3(x, y)− if4(x, y)だから、∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dyと

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dy

)
dxは共に収束し、

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

)
dy =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dy

)
dx が成立する。 (証明終)

例 F (x, y) = tan−1
(x
y

)
(x, y ≧ 1)とおくと

∂F

∂x
=

1
y

(xy )
2 + 1

=
y

x2 + y2
,
∂F

∂y
=

− x
y2

(xy )
2 + 1

=
−x

x2 + y2

∂2F

∂y∂x
=

1 · (x2 + y2)− y × 2y

(x2 + y2)2
=

x2 − y2

(x2 + y2)2

∂2F

∂x∂y
=

−1 · (x2 + y2)− (−x) · 2y
(x2 + y2)2

=
x2 − y2

(x2 + y2)2

ここで f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2
は x, y ≧ 1で連続だから、

定数 a, b(a > 1, b > 1)に対し∫ b

1

{∫ a

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

}
dy =

∫ a

1

{∫ b

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

}
dx

= tan−1(
a

b
)− tan−1(a)− tan−1(

1

b
) +

π

4

ここで tan−1(+∞) =
π

2
, tan−1(0) = 0より

∫ ∞

1

{∫ ∞

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

}
dy =

π

4
,

∫ ∞

1

{∫ ∞

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

}
dx = −π

4

よって
∫ ∞

1

(∫ ∞

1

f(x, y)dx

)
dy ̸=

∫ ∞

1

(∫ ∞

1

f(x, y)dy

)
dxである。
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定理 5.11 関数 f : [a, b]× [c, d] → Cが t ∈ [a, b]

に関して区分的に連続、x ∈ [c, d]に関して

連続ならば

∫ d

c

(∫ b

a

f(t, x)dt

)
dx =

∫ b

a

(∫ d

c

f(t, x)dx

)
dt

(証明) f(t, x)の tについての不連続点を t0, t1, · · · , tm

(a = t0 < t1 < · · · < tm = b)とする。1 ≦ k ≦ mに対し

fk(t, x) =


f(tk − 0, x) : t = tk

f(t, x) : tk−1 < t < tk

f(tk−1 + 0, x) : t = tk−1

とおくと、fk は [tk−1, tk]× [c, d]で定義された連続関数

である。補題 5.7より

∫ d

c

(∫ b

a

f(t, x)dt

)
dx =

∫ d

c

(
m∑

k=1

∫ tk

tk−1

f(t, x)dt

)
dx

=

m∑
k=1

∫ d

c

{∫ tk

tk−1

fk(t, x)dt

}
dx =

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

{∫ d

c

fk(t, x)dx

}
dt = I とおく

ここで Fk(t) =

∫ d

c

fk(t, x)dx , F (t) =

∫ d

c

f(t, x)dxとおくと

Fk(t)は [tk−1, tk]で連続であり、tk−1 < t < tk では Fk(t) = F (t)

だから
∫ tk

tk−1

Fk(t)dt =

∫ tk

tk−1

F (t)dtである。よって

I =

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

Fk(t)dt =

m∑
k=1

∫ tk

tk−1

F (t)dt =

∫ b

a

F (t)dt =

∫ b

a

{∫ d

c

f(t, x)dx

}
dt (証明終)
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< 畳み込み 1 >

[定義 2.6] f, g : R → C が R の任意の有界閉区間で積分可能であり,

各 t に対し
∫ ∞

−∞
|f(t− x)g(x)|dx が収束するとき,関数

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞

−∞
f(t− x)g(x)dx

を f と g との 畳み込み または 合成積 という。

補題 5.11 f : R → C が有界連続, g : R → C は R 内の任意有界閉区間で

積分可能であり,

∫ ∞

−∞
|g(x)|dx は収束する。

このとき f ∗ g は有界連続である。

(証明) sup
t∈R

|f(t)| = M (< ∞) とする。

|(f ∗ g)(t)| ≦
∫ ∞

−∞
|f(t− x)g(x)|dx ≦ M

∫ ∞

−∞
|g(x)|dx < ∞

より f ∗ g は有界である。
∫ ∞

−∞
|g(x)|dx は収束するので,任意の

正数 ε に対し,∫
|g(x)|dx ≦ ε

4M + 1
· · · · · · · · · 1⃝

|x|>R

をみたす正数 R が存在する。今 t0 ∈ R に対し, f は

有界閉区間 [t0 − 1−R, t0 + 1 +R] で連続だから,その中で

一様連続である。よってある δ (0 < δ < 1) が存在して,

u, v ∈ [t0 − 1−R, t0 + 1 +R], |u− v| < δ のとき

|f(u)− f(v)| ≦ ε

2
∫∞
−∞ |g(x)|dx+ 1

とくに |t− t0| < δ, x ∈ [−R,R] のとき,

|f(t− x)− f(t0 − x)| ≦ ε

2
∫∞
−∞ |g(x)|dx+ 1

· · · · · · · · · 2⃝

が成り立つ。
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< 畳み込み 2 >

[補題 5.11の証明の続き] 1⃝, 2⃝より　 |t− t0| < δ のとき

|(f ∗ g)(t)− (f ∗ g)(t0)| =

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(t− x)g(x)dx−

∫ ∞

−∞
f(t0 − x)g(x)dx

∣∣∣∣
≦
∫ ∞

−∞
|f(t− x)− f(t0 − x)| · |g(x)|dx

=

∫
|f(t− x)− f(t0 − x)| · |g(x)|dx+

∫
|f(t− x)− f(t0 − x)| · |g(x)|dx

|x|≦R |x|>R

≦ sup
|x|≦R

|f(t− x)− f(t0 − x)|
∫

|g(x)|dx+

∫
(|f(t− x)|+ |f(t0 − x)|)|g(x)|dx

|x|≦R |x|>R

≦ sup
|x|≦R

|f(t− x)− f(t0 − x)|
∫ ∞

−∞
|g(x)|dx+ 2M

∫
|g(x)|dx

|x|>R

≦ ε

2
+

ε

2
= ε より f ∗ g は t = t0 で連続である。(証明終)

定理 5.12
f, g : R → C は有界で連続かつ絶対可積分とする。このとき,次が成り立つ。

(i) f ∗ g は有界で連続かつ絶対可積分である。

(ii)

∫ ∞

−∞
(f ∗ g)(t)dt =

∫ ∞

−∞
f(t)dt ·

∫ ∞

−∞
g(t)dt

(iii)

∫ ∞

−∞
|(f ∗ g)(t)|dt ≦

∫ ∞

−∞
|f(t)|dt ·

∫ ∞

−∞
|g(t)|dt

(iv) F [f ∗ g](x) = F [f ](x) · F [g](x)

ここで F [f ](x) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−itxdx は f のフーリエ変換である。
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< 畳み込み 3 >

[定理 5.12の証明]

(i)(ii) 補題 5.11より f ∗ gは有界連続である。また |f |, |g|に補題を適用することにより

(|f | ∗ |g|)(t) =
∫ ∞

−∞
|f(t− x)g(x)|dx

は tについて連続である。一方∫ ∞

−∞
|f(t− x)g(x)|dt =

∫ ∞

−∞
|f(t− x)|dt · |g(x)| =

∫ ∞

−∞
|f(s)|ds · |g(x)|

は xの連続関数で∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
|f(t− x)g(x)|dt

)
dx =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
|f(s)|ds

)
|g(x)|dx

=

∫ ∞

−∞
|f(s)|ds

∫ ∞

−∞
|g(x)|dx

は収束する。よって積分順序交換の定理 5.10(P.112)より∫ ∞

−∞
(f ∗ g)(t)dt =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(t− x)g(x)dx

)
dt

は収束し、∫ ∞

−∞
(f ∗ g)(t)dt =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(t− x)g(x)dx

)
dt

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(t− x)g(x)dt

)
dx =

∫ ∞

−∞
f(s)ds ·

∫ ∞

−∞
g(x)dxとなる。

(iii) 任意の t ∈ Rに対して

|(f ∗ g)(t)| =
∣∣∣∫ ∞

−∞
f(t− x)g(x)dx

∣∣∣ ≦ ∫ ∞

−∞
|f(t− x)g(x)|dx = (|f | ∗ |g|)(t)

であり、|f |と |g|に対し (ii)の結果から
∫ ∞

−∞
(|f | ∗ |g|)(t)dtは収束し

∫ ∞

−∞
(|f | ∗ |g|)(t)dt =

∫ ∞

−∞
|f(s)|ds ·

∫ ∞

−∞
|g(x)|dx

であるから∫ ∞

−∞
|(f ∗ g)(t)|dt ≦

∫ ∞

−∞
(|f | ∗ |g|)(t)dt =

∫ ∞

−∞
|f(s)|ds ·

∫ ∞

−∞
|g(x)|dx
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< 畳み込み 4 >

[定理 5.12の証明の続き]

(iv) F [f ∗ g](x) =
∫ ∞

−∞
(f ∗ g)(t)e−ixtdt

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(t− y)g(y)dy

)
e−ixtdt

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(t− y)g(y)e−ixtdy

)
dt

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(t− y)e−ix(t−y) · g(y)e−ixydy

)
dt = I とおく。

ここで xを固定し、F (t) = f(t)e−ixt , G(t) = g(t)e−ixt とおくと

I =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
F (t− y)G(y)dy

)
dt =

∫ ∞

−∞
(F ∗G)(t)dtである。

F,Gは有界で連続かつ絶対可積分だから

(ii)の結果より

I =

∫ ∞

−∞
(F ∗G)(t)dt =

∫ ∞

−∞
F (t)dt ·

∫ ∞

−∞
G(t)dt

となるから

F [f ∗ g](x) = I =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt ·

∫ ∞

−∞
g(t)e−ixtdt

= F [f ](x) · F [g](x) (証明終)
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< 畳み込み 5 >

例 f(x) =


1 : 0 ≦ x ≦ 1

0 :それ以外

 のとき、f と f との畳み込みは

f2(x) = (f ∗ f)(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− y)f(y)dy =

∫ 1

0

f(x− y)dy
10

1

y
y = f(x)

x

1⃝ x < 0のとき f2(x) = 0

2⃝ 0 ≦ x ≦ 1のとき f2(x) =

∫ x

0

f(x− y)dy +

∫ 1

x

f(x− y)dx =

∫ x

0

1dx = x

3⃝ 1 ≦ x ≦ 2のとき f2(x) =

∫ x−1

0

f(x− y)dy +

∫ 1

x−1

f(x− y)dy =

∫ 1

x−1

1dx = 2− x

4⃝ 2 < xのとき f2(x) = 0

となり、従って f2(x)のグラフは図 2のようになる。

さらに f2 と f との畳み込み

f3(x) = (f2 ∗ f)(x) =
∫ ∞

−∞
f2(x− y)f(y)dy =

∫ 1

0

f2(x− y)dy

を計算すると

f3(x) =



0 : x < 0

1

2
x2 : 0 ≦ x ≦ 1

−
(
x− 3

2

)2
+

3

4
: 1 ≦ x ≦ 2

1

2
(x− 3)

2
: 2 ≦ x ≦ 3

0 : 3 < x

となり、グラフは図 3のようになる。

また f4(x) = (f3 ∗ f)(x)のグラフは図 4のようになる。

10

1

y
y = f  

x

(x)

y = f  (x)

y = f  (x)

（図3）

(図4)

一般に f(x) ≧ 0,

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1をみたす関数 f を確率密度関数という。

確率密度関数 f の自分自身との畳み込み fn = fn−1 ∗ f (n ≧ 2)は nが大きくなると正規分布曲線に近づく。

(確率論の中心極限定理による。)

この例は f が不連続関数でも f2 = f ∗ f は連続関数になり、f3 = f2 ∗ f は微分可能な関数になる。このよう

に、畳み込みによって、元の関数よりなめらかな曲線になる。
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< デルタ近似関数列 1 >

定理 5.13 自然数 nに対し, hn(t) =


n
2 : |t| ≦ 1

nのとき

0 : その他
は次を満たす。

(1) hn(−t) = hn(t) , (2)

∫ ∞

−∞
hn(t)dt = 1

(3) 任意有界区間で区分的に連続な関数 f : R → Rに対し,

lim
n→∞

(f ∗ hn)(t) = lim
n→∞

∫ ∞

−∞
f(u)hn(t− u)du =

1

2
{f(t− 0)− f(t+ 0)}

が全ての実数 tに対して成立する。

(証明) (1),(2)は明らか。(3)を示す。f(t)は積分可能だから
∫

f(t)dt = F (t) + C とおく。

|t− u| ≦ 1

n
⇐⇒ t− 1

n
≦ u ≦ t+

1

n
だから

(f ∗ hn)(t) =

∫ ∞

−∞
f(u)hn(t− u)du =

∫ t+ 1
n

t− 1
n

f(u)
n

2
du

=
[ n

2
F (u)

]t+ 1
n

t− 1
n

=
n

2

{
F

(
t+

1

n

)
− F

(
t− 1

n

)}

ここで
1

n
= x とおくと n → ∞ のとき x → +0 (0への右極限)だから, xに関する

ロピタルの定理を使うと

lim
n→∞

(f ∗ hn)(t) = lim
n→∞

n

2

{
F

(
t+

1

n

)
− F

(
t− 1

n

)}

= lim
x→+0

1

2x
{F (t+ x)− F (t− x)}

= lim
x→0
x>0

∂
∂x {F (t+ x)− F (t− x)}

∂
∂x (2x)

= lim
x→0
x>0

f(t+ x) + f(t− x)

2
=

f(t+ 0) + f(t− 0)

2

(証明終)
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< デルタ近似関数列 2 >

定理 5.14 自然数 nに対して gn(t) =

√
n

2
√
π
e−

n
4 t2 とおく。次の性質がある。

(1) gn(−t) = gn(t) (2)

∫ ∞

−∞
gn(t)dt = 1

(3) 有界かつ任意有限区間で区分的に連続な関数 f : R → Rに対して,

lim
n→∞

(f ∗ gn)(t) = lim
n→∞

∫ ∞

−∞
f(t− s)gn(s)ds =

1

2
{f(t− 0) + f(t+ 0)}

が全ての実数 tに対して成立する。

(証明) (1) は明らか。
∫ ∞

0

e−u2

du =

√
π

2
(定理 2.2)より

(2)

∫ ∞

−∞
gn(t)dt = 2

∫ ∞

0

gn(t)dt = 2

∫ ∞

0

√
n

2
√
π
e−

n
4 t2dt

(√
n

2
t = uとおく

)

=

√
n√
π

∫ ∞

0

e−u2 2√
n
du =

2√
π

∫ ∞

0

e−u2

du =
2√
π
×

√
π

2
= 1

(3) (f ∗ gn)(t) =

∫ ∞

−∞
f(t− s)gn(s)ds =

∫ 0

−∞
f(t− s)gn(s)ds+

∫ ∞

0

f(t− s)gn(s)ds

ここで gn(s)は偶関数だから∫ 0

−∞
f(t− s)gn(s)ds =

∫ 0

∞
f(t+ u)gn(−u)(−1)du =

∫ ∞

0

f(t+ u)gn(u)du より

(f ∗ gn)(t) =

∫ ∞

0

f(t+ s)gn(s)ds+

∫ ∞

0

f(t− s)gn(s)ds =

∫ ∞

0

{f(t+ s) + f(t− s)} gn(s)ds

一方 (1),(2)より
∫ ∞

0

gn(s)ds =
1

2
だから

(f ∗ gn)(t)−
1

2
{f(t+ 0) + f(t− 0)} = (f ∗ gn)(t)− {f(t+ 0) + f(t− 0)}

∫ ∞

0

gn(s)ds

=

∫ ∞

0

{f(t+ s) + f(t− s)− f(t+ 0)− f(t− 0)} gn(s)ds = In + IIn

In =

∫ ∞

0

{f(t+ s)− f(t+ 0)} gn(s)ds , IIn =

∫ ∞

0

{f(t− s)− f(t− 0)} gn(s)ds

とおく。

In =

∫ 1
4√n

0

{f(t+ s)− f(t+ 0)}
√
n

2
√
π
e−

n
4 s2ds+

∫ ∞

1
4√n

{f(t+ s)− f(t+ 0)}
√
n

2
√
π
e−

n
4 s2ds(

u =

√
n

2
s

)
=

∫ 4√n
2

0

{
f

(
t+

2√
n
u

)
− f(t+ 0)

}
1√
π
e−u2

du+

∫ ∞

4√n
2

{
f

(
t+

2√
n
u

)
− f(t+ 0)

}
1√
π
e−u2

du

= J1 + J2
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< デルタ近似関数列 3 >

<定理 5.14(3)の証明の続き >

J1 =

∫ 4√n
2

0

{
f

(
t+

2√
n
u

)
− f (t+ 0)

}
e−u2

√
π

du , J2 =

∫ ∞

4√n
2

{
f

(
t+

2√
n
u

)
− f(t+ 0)

}
e−u2

√
π

du

とおく。ここで lim
s→0
s>0

f(t+ s) = f(t+ 0) より任意の正数 εに対して,ある正数 δが存在して,

0 < s < δであれば |f(t+ s)− f(t+ 0)| < εが成立する。この δに対し,

(
1

δ

)4

< n1 となる

自然数 n1 をとる。n ≧ n1 であれば
1
4
√
n

≦ 1
4
√
n1

< δ だから 0 < u <
4
√
n

2
であれば

0 <
2√
n
u ≦ 1

4
√
n

< δ より

|J1| =

∣∣∣∣∣∣
∫ 4√n

2

0

{
f

(
t+

2√
n
u

)
− f(t+ 0)

}
1√
π
e−u2

du

∣∣∣∣∣∣
≦
∫ 4√n

2

0

∣∣∣∣f (t+ 2√
n
u

)
− f(t+ 0)

∣∣∣∣ 1√
π
e−u2

du < ε

∫ 4√n
2

0

1√
π
e−u2

du

<
ε√
π

∫ ∞

0

e−u2

du =
ε√
π
×

√
π

2
=

ε

2
· · · 1⃝

一方 f(t)は有界だからM = sup
t∈R

|f(t)|とおく。 lim
n→∞

2M√
π

∫ ∞

4√n
2

e−u2

du = 0

より上記 εに対し,ある自然数 n2 をとると,

n ≧ n2 であれば
2M√
π

∫ ∞

4√n
2

e−u2

du <
ε

2

となる。よって,

J2 =

∣∣∣∣∣
∫ ∞

4√n
2

{
f

(
t+

2√
n
u

)
− f (t+ 0)

}
e−u2

√
π

du

∣∣∣∣∣ ≦ 2M

∫ ∞

4√n
2

1√
π
e−u2

du

=
2M√
π

∫ ∞

4√n
2

e−u2

du <
ε

2
· · · 2⃝

よって n ≧ max {n1 , n2}であれば, 1⃝, 2⃝より

|In| =

∣∣∣∣∫ ∞

0

{f (t+ s)− f (t+ 0)} gn(s)ds
∣∣∣∣ ≦ |J1|+ |J2| < ε

だから lim
n→∞

In = 0が得られる。同様にして lim
n→∞

IIn = 0もわかる。 (証明終)
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< 広義積分の発散する例 >

P.46の例の場合、f(t) =


1 : |t| ≦ 1

0 :その他
に対し

F [f ] =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixtdt =

2 sinx

x
となる。F (x) =

2 sinx

x
に対し

広義積分
1

2π

∫ ∞

−∞
F (x)eixtdx = lim

b→∞
a→−∞

1

2π

∫ b

a

2 sinx

x
eixtdx

が発散することを示す。

[t = 1のとき]

1

2π

∫ b

a

F (x)eixdx =
1

2π

∫ b

a

2 sinx

x
(cosx+ i sinx)dx

=
1

2π

∫ b

a

( sin(2x)
x

+
2isin2x

x

)
dx

ここで lim
b→∞

a→−∞

1

2π

∫ b

a

sin(2x)

x
dx = lim

b→∞
a→−∞

1

π

∫ 2b

2a

sinu

u
· du
2

=
1

2π

∫ ∞

−∞

sinu

u
du =

1

2

より前の項は収束する。しかし後の項は発散する。

b = n2 , a = −nのとき∫ b

a

sin2x

x
dx =

∫ n

−n

sin2x

x
dx+

∫ n2

n

sin2x

x
dx =

∫ n2

n

sin2x

x
dx

ここで sin2x =
1− cos (2x)

2
より

∫ b

a

sin2x

x
dx =

∫ n2

n

1− cos(2x)

2x
dx =

∫ n2

n

1

2x
dx−

∫ n2

n

cos(2x)

2x
dx = xn − yn

xn =

∫ n2

n

1

2x
dx , yn =

∫ n2

n

cos(2x)

2x
dxとする。 lim

n→∞
xn = +∞である。

yn =

∫ n2

n

sin(2x+ π
2 )

2x
dx =

∫ 2n2+π
2

2n+π
2

sinu

u− π
2

· 2 · du = 2

∫ 2n2+π
2

2n+π
2

sinu

u− π
2

du

= 2

∫ 2n2+π
2

2n+π
2

sinu

u
du+ π

∫ 2n2+π
2

2n+π
2

sinu

u
(
u− π

2

)du → 0 (n → ∞)

よって lim
n→∞

∫ n2

n

sin2x

x
dx = +∞となるので

1

2π

∫ n2

−n

2 sinx

x
eixdx =

1

2π

∫ n2

−n

sin(2x)

x
dx+

i

π

∫ n2

n

sin2x

x
dx は発散する。
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補題 5.12 2変数関数 φ(t, u)が連続で偏微分可能であり，偏導関数 φt(t, u)が連続であれば

d

dt

∫ t

0

φ(t, u)du = φ(t, t) +

∫ t

0

∂

∂t
φ(t, u)du

(証明)
d

dt

∫ t

0

φ(t, u)du = lim
h→0

1

h

{∫ t+h

0

φ(t+ h, u)du−
∫ t

0

φ(t, u)du

}

= lim
h→0

{∫ t+h

0

φ(t+ h, u)− φ(t, u)

h
du+

1

h

∫ t+h

t

φ(t, u)du

}

=

∫ t

0

∂

∂t
φ(t, u)du+ φ(t, t) (証明終)

例 P73例題の x(t) =

∫ t

0

{
e−2(t−u) − e−3(t−u)

}
f(u)duが解であることを確かめる。

g(t) = e−2t − e−3t とおくと g(t)は同次微分方程式の解である。つまり

g′′(t) + 5g′(t) + 6g(t) = 0

が成立する。また

x(t) =

∫ t

0

g(t− u)f(u)du = (g ∗ f)(t)

である。g(0) = 0と補題から

x′(t) = g(0)f(t) +

∫ t

0

g′(t− u)f(u)du =

∫ t

0

g′(t− u)f(u)du

となる。g′(t) = −2e−2t + 3e−3t より g′(0) = 1から

x′′(t) = g′(0)f(t) +

∫ t

0

g′′(t− u)f(u)du = f(t) +

∫ t

0

g′′(t− u)f(u)du

よって

x′′(t) + 5x′(t) + 6x(t)

= f(t) +

∫ t

0

{g′′(t− u) + 5g′(t− u) + 6g(t− u)} f(u)du = f(t)

でかつ x(0) = 0 , x′(0) = 0より x(t)が例題の解であることが確かめられた。
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P.56 (ラプラス変換)

(1) L [1] =
1

s
(2) L [e−t] =

1

s+ 1
(3) L [eit] =

1

s− i

P.57

(1) L [sin(kt)] =
k

s2 + k2
, (2) L [e(α+ki)t] =

1

s− α− ki

(3) L [eαt cos(kt)] =
1

2

{
L [e(α+ki)t] + L [e(α−ki)t]

}
=

1

2

{ 1

s− α− ki
+

1

s− α+ ki

}
=

s− α

(s− α)2 + k2

(4) L [eαt sin(kt)] =
i

2

{
L [e(α−ki)t]− L [e(α+ki)t]

}
=

i

2

{ 1

s− α+ ki
− 1

s− α− ki

}
=

k

(s− α)2 + k2

P.58

(1) L [t2] = − d

ds
L [t] = − d

ds

(
1

s2

)
=

2

s3
, (2) L [t3] = − d

ds
L [t2] = − d

ds

(
2

s3

)
=

6

s4

(3) L [tn] =
n!

sn+1
, (4) L [eαt] =

1

s− a
, (5) L [teαt] = − d

ds

(
1

s− α

)
=

1

(s− α)2

(6) L [t cos(kt)] = − d

ds
L [cos(kt)] = − d

ds

(
s

s2 + k2

)
=

s2 − k2

(s2 + k2)2

(7) L [t sin(kt)] = − d

ds
L [sin(kt)] = − d

ds

(
k

s2 + k2

)
=

2ks

(s2 + k2)2

(8) L [sinh(kt)] = L
[1
2

(
ekt − e−kt

)]
=

1

2

(
1

s− k
− 1

s+ k

)
=

k

s2 − k2

(9) L [cosh(kt)] = L
[1
2

(
ekt + e−kt

)]
=

1

2

(
1

s− k
+

1

s+ k

)
=

s

s2 − k2

P.59

問の解 L
[
f ′′′(t)

]
= s3F (s)− s2f(0)− sf ′(0)− f ′′(0)

P.65 (ラプラス逆変換 2)

F (s)
1

s

1

s2
n!

sn+1

1

s− a

1

(s− a)2
ω

s2 + ω2

s

s2 + ω2

ω

(s− a)2 + ω2

s− a

(s− a)2 + ω2

L −1[F (s)] 1 t tn eat teat sin(ωt) cos(ωt) eat sin(ωt) eat cos(ωt)

F (s)
2ωs

(s2 + ω2)2
s2 − ω2

(s2 + ω2)2
ω

s2 − ω2

s

s2 − ω2

1

s
e−αs e−α

√
s

L −1[F (s)] t sin(ωt) t cos(ωt) sinh(ωt) cosh(ωt) f(t) =

 1 : t ≧ α

0 : t < α

α

2
√
π
t−

3
2 e−

α2

4t

P.66

(1) L −1
[ 1

s2 − s− 2

]
= L −1

[1
3

{
1

s− 2
− 1

s+ 1

}]
=

1

3

(
e2t − e−t

)
(2) L −1

[ 1

s2 − 4

]
= L −1

[1
4

{
1

s− 2
− 1

s+ 2

}]
=

1

4

(
e2t − e−2t

)
(3) L −1

[ 1

s2 − 4s+ 5

]
= L −1

[ 1

(s− 2)2 + 1

]
= e2t sin t
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P.67 (ラプラス逆変換 4)

(1) L −1
[ s− 3

s2 − 8s+ 16

]
= L −1

[s− 4 + 1

(s− 4)2

]
= L −1

[ 1

s− 4
+

1

(s− 4)2

]
= e4t + te4t

(2) L −1
[ s+ 1

s2 − 6s+ 9

]
= L −1

[s− 3 + 4

(s− 3)2

]
= L −1

[ 1

s− 3
+ 4× 1

(s− 3)2

]
= e3t + 4te3t

(3) L −1
[ s+ 2

s2 − 2s+ 5

]
= L −1

[ s− 1 + 3

(s− 1)2 + 4

]
= L −1

[ s− 1

(s− 1)2 + 22
+

3

2
× 2

(s− 1)2 + 22

]
= et cos(2t) +

3

2
et sin(2t)

(4) L −1
[ 2s

s2 − 4s+ 5

]
= L −1

[2(s− 2) + 4

(s− 2)2 + 1

]
= L −1

[
2× s− 2

(s− 2)2 + 1
+ 4× 1

(s− 2)2 + 1

]
= 2e2t cos t+ 4e2t sin t

P.68

(1) L −1
[ F (s)

(s− a)2

]
=
(
teat

)
∗ f(t) =

∫ t

0

(t− u)ea(t−u)f(u)du

(2) L −1
[ F (s)

(s− a)(s− b)

]
=
{ 1

a− b

(
eat − ebt

)}
∗ f(t) = 1

a− b

∫ t

0

(
ea(t−u) − eb(t−u)

)
f(u)du

(3) L −1
[ F (s)

(s− a)2 + b2

]
=
{1
b
eat sin(bt)

}
∗ f(t) = 1

b

∫ t

0

ea(t−u) sin (b(t− u))f(u)du

P.69 (ラプラス逆変換 6)

(1) L −1
[a
s
+

b

s2
+

c

s3

]
= a+ bt+

c

2
t2 (2) L −1

[a+ bs

s2 + 1

]
= a sin t+ b cos t

(3) L −1
[ s

s2 + 4

]
= cos(2t) (4) L −1

[ 1

s2 − 1

]
= L −1

[1
2

(
1

s− 1
− 1

s+ 1

)]
=

1

2

(
et − e−t

)
(5) L −1

[ s− 1

(s− 2)2

]
= L −1

[s− 2 + 1

(s− 2)2

]
= L −1

[ 1

s− 2
+

1

(s− 2)2

]
= e2t + te2t

(6) L −1
[ s− 3

(s− 2)(s+ 4)

]
= L −1

[ 7
6

s+ 4
−

1
6

s− 2

]
=

7

6
e−4t − 1

6
e2t

(7) L −1
[ −2

(s− 2)3

]
= L −1

[ d

ds

(
1

(s− 2)2

)]
= −tL −1

[ 1

(s− 2)2

]
= −t2e2t

(8) L −1
[ 16

s4 − 16

]
= L −1

[1
2
×
(

1

s− 2
− 1

s+ 2

)
− 2

s2 + 4

]
=

1

2
e2t − 1

2
e−2t − sin(2t)

P.70 (常微分方程式への応用 1)

(1)
dx

dt
= kx , x(0) = a

(解) 解を x(t)とし，そのラプラス変換をL [x(t)] = X(s) とおく。

L
[dx
dt

]
= sX(s)− x(0) = sX(s)− a , L [kx] = kX(s) より (1)式の

両辺をラプラス変換すると

sX(s)− a = kX(s) ⇒ X(s) =
a

s− k

x(t) = L −1[X(s)] = L −1
[ a

s− k

]
= aekt

(答) x(t) = aekt
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P.70 (常微分方程式への応用 1)

(2)
dx

dt
+ x = e−t , x(0) = 1

(解) 解を x(t)とし，そのラプラス変換をL [x(t)] = X(s) とおく。(2)式の両辺をラプラス変換すると

sX(s)− 1 +X(s) =
1

s+ 1
⇒ X(s) =

1

s+ 1
+

1

(s+ 1)2

x(t) = L −1[X(s)] = L −1
[ 1

s+ 1
+

1

(s+ 1)2

]
= e−t + te−t (答) x(t) = e−t + te−t

P.71 (常微分方程式への応用 2)

(1)
d2x

dt2
− 5

dx

dt
+ 6x = et , x(0) = 0 , x′(0) = 0

(解) 解を x(t)とし，そのラプラス変換をL [x(t)] = X(s) とおく。

L
[dx
dt

]
= sX(s)− x(0) = sX(s) , L

[d2x
dt2

]
= s2X(s)− sx(0)− x′(0) = s2X(s) , L

[
et
]
=

1

s− 1

より (1)の式の両辺をラプラス変換すると

s2X(s)− 5sX(s) + 6X(s) =
1

s− 1
⇒ X(s) =

1

(s− 1)(s− 2)(s− 3)
=

1
2

s− 1
− 1

s− 2
+

1
2

s− 3

x(t) = L −1[X(s)] = L −1
[ 1

2

s− 1
− 1

s− 2
+

1
2

s− 3

]
=

1

2
et − e2t +

1

2
e3t

(答) x(t) =
1

2

(
et − 2e2t + e3t

)
(2)

d2x

dt2
− 4

dx

dt
+ 4x = 0 , x(0) = 1 , x′(0) = 1

(解) 解を x(t)とし，そのラプラス変換をL [x(t)] = X(s) とおく。

L
[dx
dt

]
= sX(s)− x(0) = sX(s)− 1 , L

[d2x
dt2

]
= s2X(s)− sx(0)− x′(0) = s2X(s)− s− 1

より (2)の式の両辺をラプラス変換すると

s2X(s)− s− 1− 4 (sX(s)− 1) + 4X(s) = 0 ⇒ (s2 − 4s+ 4)X(s) = s− 3

⇒ X(s) =
s− 3

s2 − 4s+ 4
=

s− 2− 1

(s− 2)2
=

1

s− 2
− 1

(s− 2)2

⇒ x(t) = L −1[X(s)] = L −1
[ 1

s− 2
− 1

(s− 2)2

]
= e2t − te2t (答) x(t) = e2t − te2t

P.72 (常微分方程式への応用 3)

(1)
d2x

dt2
− 2

dx

dt
+ 5x = 0 , x(0) = 0 , x′(0) = 1

(解) 解を x(t)とし，そのラプラス変換をL [x(t)] = X(s) とおくと

L
[dx
dt

]
= sX(s)− x(0) = sX(s) , L

[d2x
dt2

]
= s2X(s)− sx(0)− x′(0) = s2X(s)− 1 より

(1)式をラプラス変換すると

s2X(s)− 1− 2sX(s) + 5X(s) = 0 ⇒ X(s) =
1

s2 − 2s+ 5
=

1

(s− 1)2 + 4

x(t) = L −1[X(s)] = L −1
[ 1

(s− 1)2 + 4

]
=

1

2
et sin(2t) (答) x(t) =

1

2
et sin(2t)
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P.72 (常微分方程式への応用 3)

(2)
d2x

dt2
+ 4x = 2 sin t , x(0) = 1 , x′(0) = 1

(解) 解を x(t)とし，そのラプラス変換をL [x(t)] = X(s) とおく。

L
[d2x
dt2

]
= s2X(s)− sx(0)− x′(0) = s2X(s)− s− 1 より (2)式をラプラス変換すると

s2X(s)− s− 1 + 4X(s) =
2

s2 + 1
⇒ X(s) =

s+ 1

s2 + 4
+

2

(s2 + 1)(s2 + 4)

X(s) =
s

s2 + 4
+

1

6
× 2

s2 + 4
+

2

3
× 1

s2 + 1
⇒ (答) x(t) = cos(2t) +

1

6
sin(2t) +

2

3
sin t

P.73 (常微分方程式への応用 4)

(1)
d2x

dt2
− 3

dx

dt
+ 2x = f(t) , x(0) = x′(0) = 0

(解) L [x(t)] = X(s) , L [f(t)] = F (s) とおき (1)式をラプラス変換すると

s2X(s)− 3sX(s) + 2X(s) = F (s) ⇒ X(s) =
F (s)

s2 − 3s+ 2
=

(
1

s− 2
− 1

s− 1

)
F (s)

x(t) = L −1[X(s)] = L −1
[( 1

s− 2
− 1

s− 1

)
F (s)

]
=
(
e2t − et

)
∗ f(t) =

∫ t

0

{
e2(t−u) − et−u

}
f(u)du

(2)
d2x

dt2
+ 6

dx

dt
+ 10x = f(t) , x(0) = x′(0) = 0

(解) L [x(t)] = X(s) , L [f(t)] = F (s) とおき (2)式をラプラス変換すると

s2X(s) + 6sX(s) + 10X(s) = F (s) ⇒ X(s) =
F (s)

s2 + 6s+ 10
=

1

(s+ 3)2 + 1
× F (s)

x(t) = L −1[X(s)] = L −1
[ 1

(s+ 3)2 + 1
F (s)

]
=
(
e−3t sin t

)
∗ f(t) =

∫ t

0

e−3(t−u) sin(t− u)f(u)du

P.74 (常微分方程式への応用 5)
dx
dt = x+ y

dy
dt = −x+ 3y

x(0) = 0 , y(0) = 1

(解) L [x(t)] = X(s) , L [y(t)] = Y (s) とおく。

L
[dx
dt

]
= sX(s)− x(0) = sX(s) , L

[dy
dt

]
= sY (s)− y(0) = sY (s)− 1

より微分方程式をラプラス変換すると sX(s) = X(s) + Y (s) ⇒ (s− 1)X(s)− Y (s) = 0

sY (s)− 1 = −X(s) + 3Y (s) ⇒ X(s) + (s− 3)Y (s) = 1

⇒

(s− 3)(s− 1)X(s)− (s− 3)Y (s) = 0

+) X(s) + (s− 3)Y (s) = 1

(s2 − 4s+ 4)X(s) = 1

X(s) =
1

(s− 2)2
, Y (s) =

s− 1

(s− 2)2
=

s− 2 + 1

(s− 2)2
=

1

s− 2
+

1

(s− 2)2

x(t) = L −1
[ 1

(s− 2)2)

]
= te2t, y(t) = L −1

[ 1

s− 2
+

1

(s− 2)2

]
= e2t + te2t

(答)

 x(t) = te2t

y(t) = e2t + te2t


