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< ラプラス変換 5 >

t = 0で定義されている 2つの関数 f(t)，g(t)に対し，t < 0では常に f(t) = 0，g(t) = 0と

定めると，f(t)と g(t)の合成積は

(f ∗ g)(t) =
Z ∞
−∞
f(t− u)g(u)du =

Z t

0

f(t− u)g(u)du

となる。これは定義域が [0，∞)である関数の合成積である。ラプラス変換を考えるときは常に

t = 0の範囲で考えるので，合成積は (f ∗ g)(t) =
Z t

0

f(t− u)g(u)du
µ
=

Z t

0

f(u)g(t− u)du
¶

とする。

9

[f(t)] = F (s)， [g(t)] = G(s)のとき

£
(f ∗ g)(t)

¤
= F (s)G(s)

(証明) 正定数の σに対し

fσ(t) =

⎧⎨⎩ f(t)e−σt : t = 0

0 : t < 0
， gσ(t) =

⎧⎨⎩ g(t)e−σt : t = 0

0 : t < 0

の合成積は

(i) t = 0のとき (fσ ∗ gσ)(t) =
Z ∞
−∞
fσ(t− u)gσ(u)du =

Z t

0

fσ(t− u)gσ(u)du

=

Z t

0

f(t− u)e−σ(t−u)g(u)e−σudu = e−σt
Z t

0

f(t− u)g(u)du = e−σt(f ∗ g)(t)

(ii) t < 0のとき (fσ ∗ gσ)(t) =
Z ∞
−∞
fσ(t− u)gσ(u)du = 0

k
0

一方フーリエ変換の性質より

£
(fσ ∗ gσ)(t)

¤
=

£
fσ(t)

¤
×

£
gσ(t)

¤
· · · (∗)

(∗)左辺 =

Z ∞
−∞
(fσ ∗ gσ)(t)e−ixtdt =

Z ∞
0

(f ∗ g)(t)e−σte−ixtdt =
£
(f ∗ g)(t)

¤
(σ + ix)

(∗)右辺 =

Z ∞
0

f(t)e−σte−ixtdt×
Z ∞
0

g(t)e−σte−ixtdt = F (σ + ix)×G(σ + ix)

σ + ix = sとおくと

[(f ∗ g)(t)](s) = F (s)×G(s) (証明終)


