
「数学 8」(フーリエ解析)− 52 −

< 超関数のフーリエ変換 >

連続関数 f(t)に対してデルタ関数 δ(t)との合成積は

(f ∗ δ)(t) =
Z ∞
−∞
f(u)δ(t− u)du = f(t)

となる。一方デルタ関数は偶関数であるから δ(t− u) = δ(u− t)よりZ ∞
−∞
f(u)δ(u− t)du = f(t)

である。このデルタ関数に対し，形式的にフーリエ変換を考えると

[δ(t)] =

Z ∞
−∞

δ(t)e−ixtdt =

Z ∞
−∞
e−ixuδ(u− 0)du = e0 = 1

となる。また，t0だけ平行移動したデルタ関数 δ(t− t0)のフーリエ変換は

[δ(t− t0)] =
Z ∞
−∞

δ(t− t0)e−ixtdt =
Z ∞
−∞
e−ixuδ(u− t0)du = e−ixt0

となる。次に自然数 nに対して関数 1n(t) =

⎧⎨⎩ 1 : |t| 5 n

0 : |t| > n
のフーリエ変換は

[1n(t)] =

Z ∞
−∞
1n(t)e

−ixtdt =
2 sin(nx)

x

である。定数関数 1は 1 = lim
n→∞

1n(t)であるから，1のフーリエ変換を

[1] = lim
n→∞

[1n(t)] = lim
n→∞

2 sin(nx)

x
= lim

n→∞
2πρn(x) = 2πδ(x)

とする。ここで ρn(x) =
sin(nx)

πx
はデルタ収束関数である。また実数定数 αに対し，指数関

数 eiαtのフーリエ変換は

[eiαt] = lim
n→∞

[eiαt1n(t)] = lim
n→∞

Z n

−n
eiαte−ixtdt

= lim
n→∞

2 sinn(α− x)
α− x = lim

n→∞
2πρn(x− α) = 2πδ(x− α)

となる。

問 cos(αt) =
1

2
(eiαt + e−iαt)，sin(αt) =

1

2i
(eiαt − e−iαt)を利用して

次のフーリエ変換を求めよ

[cos(αt)] = [sin(αt)] =


