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< 広義積分 2 >

定理 定数 α,βに対し、次式が成り立つ。ただし α > 0。
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<証明の概略 >

(1) I =

Z ∞
0

e−αt cos(βt)dtとおくと部分積分法より

I =

∙
− 1
α
e−αt cos(βt)

¸t=∞
t=0

−
Z ∞
0

1

α
e−αtβ sin(βt)dt =

1

α
− β

α

Z ∞
0

e−αt sin(βt)dt

=
1

α
− β

α

(∙
− 1
α
e−αt sin(βt)

¸t=∞
t=0

+

Z ∞
0

1

α
e−αββ cos(βt)dt

)

=
1

α
−
µ
β

α

¶2 Z ∞
0

e−αt cos(βt)dt =
1

α
−
µ
β

α

¶2
I

であるから

I =
1

α
−
µ
β

α

¶2
I ⇒ I =

1
α

1 +
¡
β
α

¢2 = α

α2 + β2

(2) fα(x) =

Z ∞
0

e−αt
sin(xt)

t
dtとおいて xで微分すると

d

dx
fα(x) =

Z ∞
0

e−αt
d
dx
sin(xt)

t
dt =

Z ∞
0

e−αt cos(xt)dt =
α

α2 + x2

よって fα(x) = tan
−1
³x
α

´
+ C (Cは定数)。 ここで x = 0のとき

fα(0) =

Z ∞
0

e−αt
0

t
dt = 0 より C = 0 よって fα(x) = tan

−1
³x
α

´
従って

Z ∞
0

e−αt
sin(βt)

t
dt = fα(β) = tan

−1
µ
β

α

¶

(3)

Z ∞
0

sin t

t
dt = lim

α→+0

Z ∞
0

e−αt
sin t

t
dt = lim

α→+0
tan−1

µ
1

α

¶
=
π

2


