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< 不定積分 1 >

xの関数 f(x) に対して，微分すると f(x)になる関数，すなわち F 0(x) = f(x) となる

関数 F (x)があれば，それを f(x)の原始関数という。F (x)が f(x)の原始関数のとき，

任意の定数 C に対して ³
F (x) + C

´0
= F 0(x) = f(x)

であるから，F (x) + C も f(x)の原始関数である。従って f(x) の原始関数は無数に

あるが，いずれも F (x) + C の形で書き表される。

F (x)+C (Cは任意定数)

この表示を f(x)の不定積分 といい，

Z
f(x)dx で表す。

F 0(x) = f(x) のとき

Z
f(x)dx = F (x) + C (不定積分)

f(x)の不定積分を求めることを，f(x)を積分する といい，上の定数 C を 積分定数 と

呼ぶ。まだこのとき f(x) を 被積分関数 といい，x を 積分変数 という。

例
µ
1

4
x4
¶0

= x3 ⇒
Z
x3dx =

1

4
x4 + C

問 次の左の導関数を求め，右の不定積分を求めよ。 (ただし α 6= −1)

(1)
³ 1

α + 1
xα+1

´0
= ⇒

Z
xαdx =

(2)
¡
log |x|

¢0
= ⇒

Z
1

x
dx =

(3) (sinx)0 = ⇒
Z
cosxdx =

(4) (− cosx)0 = ⇒
Z
sin xdx =

(5) (ex)0 = ⇒
Z
exdx =
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< 不定積分 2 >

< xα の不定積分 >

α 6= −1 のとき

Z
xαdx =

1

α + 1
xα+1 + C

α = −1 のとき

Z
x−1dx = log |x|+ C

例1
Z

1

x5
dx =

Z
x−5dx =

1

−5 + 1x
−5+1 + C = − 1

4
x−4 + C = − 1

4x4
+ C

例2
Z √

xdx =

Z
x
1
2dx =

1
1
2
+ 1

x
1
2
+1 + C =

2

3
x
3
2 + C =

2

3
x
√
x+ C

(注)

Z
1

x5
dx を

Z
dx

x5
のように書くことがある。

同様にして

Z
1

f(x)
dx を

Z
dx

f(x)
と書くことがある。

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
x6dx

(2)

Z
x
1
4dx

(3)

Z
x−

1
2dx

(4)

Z
dx

x3

(5)

Z
3
√
x2dx

(6)

Z
dx
4
√
x
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< 不定積分 3 >

不定積分について，次の公式が成り立つ。ただし両辺の積分定数の違いは無視している。

1.

Z
kf(x)dx = k

Z
f(x)dx (kは 0でない定数)

2.

Z
{f(x) + g(x)} dx =

Z
f(x)dx+

Z
g(x)dx

3.

Z
{f(x)− g(x)} dx =

Z
f(x)dx−

Z
g(x)dx

(定数倍，和 ·差の不定積分)

例
Z
(x− 1)(x− 2)

x2
dx =

Z
x2 − 3x+ 2

x2
dx =

Z ³
1− 3

x
+
2

x2

´
dx

=

Z
dx− 3

Z
dx

x
+ 2

Z
1

x2
dx = x− 3 log |x|− 2

x
+ C

(注) この例のように，積分定数は最後にまとめて C で表す。

また

Z
1dx は 1 を省略して

Z
dx と書くことがある。

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
x2 − 4x+ 1

x3
dx

(2)

Z
(x2 − 1)(x2 − 3)

x4
dx

(3)

Z
x+ 2√
x
dx

(4)

Z
(
√
x− 1)2
x

dx
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< 不定積分 4 >

問1 左の導関数と右の不定積分を求めよ。 (ただし a > 0, a 6= 1)

(1) (tanx)0 = ⇒
Z

dx

cos2 x
=

(2)
³ 1

tanx

´0
= ⇒

Z
dx

sin2 x
=

(3) (sin−1 x)0 = ⇒
Z

dx√
1− x2

=

(4) (tan−1 x)0 = ⇒
Z

1

1 + x2
dx =

例1
Z
cos3 x+ 3

cos2 x
dx =

Z
cosxdx+ 3

Z
1

cos2 x
dx = sinx+ 3 tan x+ C

例2
Z
tan2 xdx =

Z ³ 1

cos2 x
− 1
´
dx = tanx− x+ C

問2 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
(4 sinx− 3 cosx)dx (2)

Z
3 cos3 x− 1
cos2 x

dx

(3)

Z
(2− tan x) cosxdx (4)

Z
1

sin2 x− 1dx

(5)

Z
1

tan2 x
dx (6)

Z
(1 + tan2 x)dx

(7)

Z
3√
1− x2

dx (8)

Z
5

1 + x2
dx
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< 積分記号 >

d

dx

³
F (x)

´
= f(x) のとき

Z
f(x)dx = F (x) + C

である。ここで微分記号
d

dx
は変数 xに関する微分を意味し，積分記号

Z
dxの

dxは変数 xに関する積分を意味する。

変数 xを変数 tに換えれば，

d

dt

³
F (t)

´
= f(t) のとき

Z
f(t)dt = F (t) + C

のようになる。

例1
d

dx

¡
x3
¢
= 3x2 より

Z
3x2dx = x3 + C

d

dt

¡
t3
¢
= 3t2 より

Z
3t2dt = t3 + C

d

du

¡
u3
¢
= 3u2 より

Z
3u2du = u3 + C

例2 (1)

Z ¡
t2 − 4t+ 3

¢
dt =

1

3
t3 − 2t2 + 3t+ C

(2)

Z
sin udu = − cosu+ C

(3)

Z
2πrdr = πr2 + C

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
(10− 9.8t)dt =

(2)

Z
4πr2dr =

(3)

Z
eudu =

(4)

Z
1

y
dy =

(5)

Z
cosudu =
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< 置換積分法 1 >

Z
f(x)dx = F (x) + C であるとき，F (x)と g(x)の合成関数F

¡
g(x)

¢
の導関数は

n
F
¡
g(x)

¢o0
= F 0

¡
g(x)

¢
× g0(x) = f

¡
g(x)

¢
× g0(x)

であった。よって Z
f
¡
g(x)

¢
g0(x)dx = F

¡
g(x)

¢
+ C · · · ①

ここで g(x) = u とおくと g0(x) =
du

dx
より

①の左辺 =

Z
f(u)

du

dx
dx

①の右辺 = F (u) + C =

Z
f(u)du

よって Z
f
¡
g(x)

¢
g0(x)dx =

Z
f(u)

du

dx
dx =

Z
f(u)du

¡
ただし u = g(x)

¢
すなわち xの積分が uの積分になった。これを置換積分という。

例
Z
cos(3x+ 2)dx を求めたい。u = 3x+ 2 とおく。

du

dx
= (3x+ 2)0 = 3

よりZ
cos(3x+ 2)dx =

1

3

Z
cos(3x+ 2)× 3dx = 1

3

Z
cos(u)

du

dx
dx

=
1

3

Z
cos(u)du =

1

3
sin(u) + C =

1

3
sin(3x+ 2) + C

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
cos(4x− 3)dx (2)

Z
sin(3x+ 4)dx
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< 置換積分法 2 >

例 前ページの例でZ
cos(3x+ 2)dx =

1

3

Z
cos(3x+ 2)× 3dx

と変形した。これは

Z
cos(3x+ 2)× 3dx =

Z
cos(u)× du

dx
dx (u = 3x+ 2)

の形にするためである。

一般に定数 a, b (a 6= 0)に対し ax+ b = uとおくと
du

dx
= (ax+ b)0 = aよりZ

cos(ax+ b)dx =
1

a

Z
cos(ax+ b)× a dx = 1

a

Z
cos(u)

du

dx
dx

=
1

a

Z
cos(u)du =

1

a
sin(u) + C =

1

a
sin(ax+ b) + C

問1 定数 a, b, n (a 6= 0, n 6= −1)に対して次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
sinu du (1)0

Z
sin(ax+ b)dx

(2)

Z
eudu (2)0

Z
eax+bdx

(3)

Z
undu (3)0

Z
(ax+ b)ndx

(4)

Z
1

u
du (4)0

Z
1

ax+ b
dx

問2 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
cos(−3x+ 2)dx (2)

Z
sin(4x− 5)dx

(3)

Z
e4x−3dx (4)

Z
(5x− 3)6dx

(5)

Z
(3x− 2)10dx (6)

Z
1

4x+ 3
dx



高知工科大学基礎数学シリーズ 7 「積分」（改訂版） − 8 −

< 置換積分法 3 >

例1
Z √

5x− 2dxを求めたい。u = 5x− 2とおくと
du

dx
= 5より

Z √
5x− 2dx = 1

5

Z √
5x− 2× 5dx = 1

5

Z √
u
du

dx
dx =

1

5

Z
u

1
2 du

=
1

5
× 1

1
2
+ 1

u
1
2
+1 + C =

1

5
× 2

3
u
3
2 + C

=
2

15
(5x− 2)

√
5x− 2 + C

例2
Z

1

(7x− 5)3 dxを求めたい。u = 7x− 5とすると
du

dx
= 7より

Z
1

(7x− 5)3 dx =
1

7

Z
1

(7x− 5)3 × 7dx =
1

7

Z
1

u3
du

dx
dx =

1

7

Z
u−3du

=
1

7
× 1

−3 + 1 u
−3+1 + C = − 1

14
u−2 + C = − 1

14u2
+ C

= − 1

14(7x− 5)2 + C

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z √
4x− 3dx

(2)

Z
1

(5x− 3)4 dx

(3)

Z
1√
2x+ 1

dx
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< 置換積分法 4 >

例1
Z
x2ex

3

dxを求めたい。u = x3とおくと
du

dx
= 3x2より

Z
x2ex

3

dx =
1

3

Z
ex

3 × (3x2)dx = 1

3

Z
eu
du

dx
dx =

1

3

Z
eudu

=
1

3
eu + C =

1

3
ex

3

+ C

例2
Z
x cos(x2 + 1)dxを求めたい。u = x2 + 1とおくと

du

dx
= 2xより

Z
x cos(x2 + 1)dx =

1

2

Z
cos(x2 + 1)× (2x)dx = 1

2

Z
cos(u)

du

dx
dx

=
1

2

Z
cos(u)du =

1

2
sin(u) + C =

1

2
sin(x2 + 1) + C

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
x3ex

4+1dx

(2)

Z
x2 cos(x3 + 2)dx

(3)

Z
x sin(x2 + 3)dx

(4)

Z
x(x2 + 1)5dx
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< 置換積分法 5 >

例1
Z

x

x2 + 1
dxを求めたい。u = x2 + 1とおくと

du

dx
= 2xより

Z
x

x2 + 1
dx =

1

2

Z
1

x2 + 1
× (2x)dx = 1

2

Z
1

u
× du

dx
dx =

1

2

Z
1

u
du

=
1

2
log |u|+ C = 1

2
log
¯̄
x2 + 1

¯̄
+ C

(x2 + 1 > 0だから)

=
1

2
log(x2 + 1) + C

例2
Z
tan xdxを求めたい。u = cos xとおくと

du

dx
= − sin xより

Z
tan xdx =

Z
sin x

cosx
dx = −

Z
1

cosx
× (− sinx)dx = −

Z
1

u
× du

dx
dx

= −
Z

1

u
du = − log |u|+ C = − log |cosx|+ C

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
x2

x3 + 1
dx

(2)

Z
3x

x2 + 4
dx

(3)

Z
cot xdx =

Z
cosx

sin x
dx

(4)

Z
f 0(x)

f(x)
dx
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< 置換積分法 6 >

例1
Z

1

x2 + 1
dx = tan−1 x+ C

例2
Z

1

(3x+ 4)2 + 1
dx を求めたい。 u = 3x+ 4とおくと

du

dx
= 3 よりZ
1

(3x+ 4)2 + 1
dx =

1

3

Z
1

(3x+ 4)2 + 1
× 3dx = 1

3

Z
1

u2 + 1

du

dx
dx

=
1

3

Z
1

u2 + 1
du =

1

3
tan−1(u) + C =

1

3
tan−1(3x+ 4) + C

例3
Z

1

(3x+ 4)2 + 25
dx を求めたい。 3x+ 4 = 5u とおくと

u =
1

5
(3x+ 4) ,

du

dx
=
3

5
よりZ

1

(3x+ 4)2 + 25
dx =

5

3

Z
1

(3x+ 4)2 + 25
× 3

5
dx =

5

3

Z
1

(5u)2 + 25
× du

dx
dx

=
1

15

Z
1

u2 + 1
du =

1

15
tan−1(u) + C =

1

15
tan−1

³ 3x+ 4
5

´
+ C

問 次の不定積分を求めよ。ただし a , b , rは定数で , a 6= 0 , r 6= 0とする。

(1)

Z
1

(2x+ 1)2 + 1
dx (2)

Z
1

x2 + 9
dx

(3)

Z
1

(2x+ 1)2 + 9
dx (4)

Z
1

(ax+ b)2 + r2
dx
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< 不定積分の練習 1 >

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
e2xdx (2)

Z
e2x−1dx

(3)

Z
cos(4x)dx (4)

Z
cos(4x+ 3)dx

(5)

Z
sin(3x)dx (6)

Z
sin(3x− 5)dx

(7)

Z
1

cos2(5x)
dx (8)

Z
dx

(5x)2 + 1

(9)

Z
(7x− 5)3dx

(10)

Z
dx

(6x− 1)3

(11)

Z √
5x+ 1 dx

(12)

Z
dx

4x+ 3

(13)

Z
x cos(x2 + 3)dx

(14)

Z
xe−x

2

dx

(15)

Z
x

1 + x2
dx

(16)

Z
cosx

2 + sinx
dx
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< 分数関数の積分 >

例
Z

1

(x+ 3)(x+ 5)
dx を求めたい。この被積分関数

1

(x+ 3)(x+ 5)
は

A

x+ 3
と

B

x+ 5

(AとBは定数)の形の和として表すことができる。すなわち

1

(x+ 3)(x+ 5)
=

A

x+ 3
+

B

x+ 5

とおいて右辺を通分すると

A

x+ 3
+

B

x+ 5
=
A(x+ 5) +B(x+ 3)

(x+ 3)(x+ 5)
=
(A+B)x+ (5A+ 3B)

(x+ 3)(x+ 5)

となる。この最後の式の分子が 1になるようにAと Bを決めれば良い。つまり

1 = (A+B)x+ (5A+ 3B)

より

A+B = 0 · · ·①

5A+ 3B = 1 · · ·②

であればよい。① , ②よりA =
1

2
，B = − 1

2
だから

1

(x+ 3)(x+ 5)
=

1
2

x+ 3
−

1
2

x+ 5
=
1

2

n 1

x+ 3
− 1

x+ 5

o
と表される。よって求める積分はZ

1

(x+ 3)(x+ 5)
dx =

1

2

Z n 1

x+ 3
− 1

x+ 5

o
dx =

1

2

n
log |x+ 3|− log |x+ 5|

o
+C

=
1

2
log

¯̄̄̄
x+ 3

x+ 5

¯̄̄̄
+ C

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
1

x(x+ 1)
dx (2)

Z
1

(x− 1)(x+ 1) dx

(3)

Z
1

(x− 2)(x− 3) dx (4)

Z
1

(x− 3)(x+ 4) dx

(5)

Z
1

(2x+ 1)(3x+ 4)
dx
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< 部分積分法 1 >

2つの関数 f(x) と g(x) の積については

{f(x)g(x)}0 = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)

が成り立つ。これから

f(x)g0(x) = {f(x)g(x)}0 − f 0(x)g(x)

である。この両辺を積分するとZ
f(x)g0(x) dx = f(x)g(x)−

Z
f 0(x)g(x) dx (部分積分)

が成り立つ。これを 部分積分 の公式という。

例
Z
x cosx dx=

Z
x(sin x)0 dx = x sin x−

Z
(x)0 sin x dx

= x sin x−
Z
sin x dx = x sinx+ cos x+ C

(注) 部分積分の公式

Z
f × g0 dx = f × g −

Z
f 0 × g dx をZ

左 × 右 dx = 左 × (右の積分) −
Z
(左の微分) × (右の積分) dx

と覚えると使いやすくなる。

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
x sin x dx

(2)

Z
xex dx

(3)

Z
x cos(2x) dx

(4)

Z
x sin(2x) dx

(5)

Z
xe3x dx
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< 部分積分法 2 >

前ページ (注)の式で左右を逆にしても正しい。すなわちZ
左 × 右 dx = (左の積分) × 右 −

Z
(左の積分) × (右の微分) dx

例1
Z
log x dx=

Z
1× (log x) dx = x× (log x)−

Z
x× (log x)0 dx

= x log x−
Z
1 dx = x log x− x+ C

(注 1) log x は微分すると
1

x
となり簡単になる。

問1 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
x log x dx

(2)

Z
x2 log x dx

例2
Z
x2 cosx dx=

Z
x2(sinx)0 dx = x2 sinx−

Z
2x sinx dx

= x2 sinx+

Z
2x(cos x)0 dx = x2 sinx+ 2x cosx−

Z
2 cosx dx

= x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx+ C

(注 2) この例 2は被積分関数が x2 cosx であり，この x2 を消すために部分積分を 2回
使っている。

問2 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
x2 sinx dx

(2)

Z
x2ex dx
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< 三角関数の不定積分 >

三角関数の不定積分は三角関数の性質を使って，簡単な不定積分に直してから積分する。
特に次の公式はよく使う。

1.半角の公式 sin2 α =
1− cos (2α)

2
, cos2 α =

1 + cos (2α)

2

2.積を和に直す公式

sinα cos β =
1

2
{ sin (α + β) + sin (α− β)}

cosα cos β =
1

2
{cos (α + β) + cos (α− β)}

sinα sin β =
1

2
{cos (α− β)− cos (α+ β)}

これらの公式は，右辺を加法定理により展開すると左辺が得られる。

例 (1)

Z
cos2 x dx =

Z
1

2
{1 + cos (2x)} dx = 1

2
x+

1

4
sin(2x) + C

(2)

Z
sin(2x) cosx dx =

Z
1

2
{sin(3x) + sin x} dx

= − 1
6
cos(3x)− 1

2
cosx+ C

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
sin2 xdx =

(2)

Z
cos(3x) cos(2x)dx =

(3)

Z
sin(4x) sinxdx =

(4)

Z
sin(4x) cos(3x)dx =

(5)

Z
cos2(3x)dx =

(6)

Z
sin2(4x)dx =
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< 不定積分の検証 >

不定積分

Z
f(x)dx = F (x) + C が正しいかどうかを調べるには，右辺を微分して

F 0(x) = f(x) となっているかどうかを調べればよい。

例1
Z
x2(x3 + 1)4dx =

1

15
(x3 + 1)5 + C

が正しいかどうか検証する。右辺を微分すると合成関数の微分法よりµ
1

15
(x3 + 1)5

¶0
=
1

15

¡
(x3 + 1)5

¢0
=
1

15
× 5(x3 + 1)4 × (x3 + 1)0

=
1

3
× (x3 + 1)4 × 3x2 = x2(x3 + 1)4

より正しい。

例2
Z
tan xdx = log (cosx) + C

が正しいかどうか検証する。右辺を微分すると¡
log (cosx)

¢0
=

1

cosx
× (cos x)0 = 1

cosx
× (− sinx) = − sinx

cosx
= − tanx

より正しくない。

例3
Z
(2x+ 1) sinxdx = −(2x+ 1) cos x+ 2 sinx+ C

が正しいかどうか検証する。右辺を微分すると (積の微分法より)¡
−(2x+ 1) cos x+ 2 sin x

¢0
= −(2x+ 1)0 × cosx− (2x+ 1)× (cosx)0 + 2× (sinx)0

= −2 cosx− (2x+ 1)× (− sinx) + 2 cos x = (2x+ 1) sin x

より正しい。

問 次の式の右辺を微分することにより次の不定積分が正しいかどうか判定せよ。

(1)

Z
x3(x4 − 1)3dx = 1

4
(x4 − 1)4 + C

(2)

Z
x

x2 − 1dx =
1

2
log |x2 − 1|+ C

(3)

Z
x2exdx = x2ex − 2xex + 2ex + C
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< 不定積分の練習 2 >

問1 次の不定積分を求めよ

(1)

Z
2

x2 − 1dx

(2)

Z
dx

(x− 1)(x+ 2)

(3)

Z
cos2xdx

(4)

Z
sin2xdx

(5)

Z
xexdx (6)

Z
x cosxdx

(7)

Z
log xdx (8)

Z
x3 log xdx

(9)

Z
x2exdx

問2 次の不定積分が正しいかどうか判定せよ

(1)

Z
x2 cosxdx = x2 sin x+ 2x cosx− 2 sinx+ C

(2)

Z
dx

x2 − 4 =
1

2
log

¯̄̄̄
x− 2
x+ 2

¯̄̄̄
+ C
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< 和の記号 Σ >

数列の和を表すのに，記号Σを使って次のように表す。

aj + aj+1 + aj+2 + · · ·+ an =
nX
k=j

ak

例1 ①

5X
k=1

ak = a1 + a2 + a3 + a4 + a5 , ②

4X
k=2

k3 = 23 + 33 + 44

③ 12 + 22 + 33 + · · ·+ 1002 =
100X
k=1

k2 , ④ 1 + 2 + 3 + 4 + 8 + · · ·+ 2n−1 =
n−1X
k=0

2k

問1 次の和を記号 Σ を使って表せ。

(1) 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 (2) 22 + 32 + 42 + · · ·+ (n− 1)2

(3) 1 + 2 + 3 + · · ·+ n (4)
1

n
+
2

n
+
3

n
+ · · ·+ n

n

記号Σ の定義から次の公式が得られる。

①

nX
k=1

1 = n , ②

nX
k=1

k =
n(n+ 1)

2
, ③

nX
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
, ④

nX
k=1

k3 =

½
n(n+ 1)

2

¾2

(略証) ①は明らか。②は等差数列の和の公式。③は (n+ 1)3 − 13 =Pn
k=1(k + 1)

3 −Pn
k=1 k

3

= 3
Pn

k=1 k
2 + 3

Pn
k=1 k +

Pn
k=1 1 と①，②の結果から導かれる。④は

(n+ 4)4 − 14 =Pn
k=1(k + 1)

4 −Pn
k=1 k

4 = 4
Pn

k=1 k
3 + 6

Pn
k=1 k

2 + 4
Pn

k=1 k +
Pn

k=1 1

と①，②，③の結果から導かれる。

例2 12 + 22 + 32 + · · ·+ 102 =
10X
k=1

k2 =
10× 11× 21

6
= 385

例3
nX
k=1

(k − 1)3 = 03 + 13 + 23 + · · ·+ (n− 1)3 =
n−1X
k=1

k3 =

½
(n− 1)n

2

¾2
問2 次の和を求めよ。

(1) 1 + 2 + 3 + · · ·+ 1000

(2) 12 + 22 + 32 + · · ·+ 202

(3) 13 + 23 + 33 + · · ·+ 103

(4)

nX
k=1

(k − 1)

(5)

nX
k=1

(k − 1)2



高知工科大学基礎数学シリーズ 7 「積分」（改訂版） − 20 −

< 定積分の定義 >

関数 f(x)は a 5 x 5 bで定義されているものとする。この区間 I = [a , b] を

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b
のように x0, x1, x2, · · · , xn をとって n個の区間

[x0 , x1], [x1 , x2], [x2 , x3], [xn−1 , xn]

に分ける。これを区間 [a , b] の 分割 という。各区間 Ik = [xk−1 , xk] から任意の値 ξk

をとる。ξk を小区間 Ik の代表値と呼ぶ。この分割と関数 f(x) に対し，次の和

R =

nX
k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

を作る。この和を リーマン和 という。R 自体は I の分割の仕方と代表のとり方によっ

て異なるが，分割の個数 nを限りなく大きくし，

分割の最大幅 = max
15k5n

(xk − xk−1)

を限りなく小さくしたとき，常に (どんな分割であっても，どんな代表値のとり方をし

ても)一定の極限値に R が近づくならば，f(x) は [a , b] で積分可能であるといい，こ

の極限を Z b

a

f(x)dx

と書く。

(注) f(x) > 0の場合，

Rは右図の長方形の集ま

りの面積を表す。さらに

f(x)が積分可能なとき

極限値

Z b

a

f(x)dxは曲線

y = f(x)と x軸および

直線 x = aと x = bで囲

まれた部分の面積を表す。
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< 積分可能性 >

定理 f(x) が [a , b] で連続であれば，積分可能である

実は連続でなくても不連続点が有限個の場合や，f(x) が単調関数

である場合は積分可能である。積分可能であるための必要十分条件は

λ = max
15k5n

(xk − xk−1) , mk = min{f(x) : xk−1 5 x 5 xk} , Mk = max{f(x) : xk−1 5 x 5 xk}

とおくとき

lim
λ→0

nX
k=1

(Mk −mk)× (xk − xk−1) = 0
n→∞

となることである。

例 (積分可能でない例)

関数 f(x) は区間 [0 , 1]で定義され，xが有理数のときは f(x) = 0 , xが無理数のとき

は f(x) = 1と定める。有理数はどんなに小さな区間にも無限個存在する。そこで ξkを

有理数とすれば，リーマン和は

nX
k=1

f(ξk)(xk − xk−1) =
nX
k=1

0× (xk − xk−1) = 0 · · · ①

となる。一方無理数もどんなに小さな区間にも無限個存在する。

そこで ξk を無理数とすればリーマン和は

nX
k=1

f(ξk)(xk − xk−1) =
nX
k=1

1× (xk − xk−1) = xn − x0 = 1− 0 = 1 · · · ②

となる。リーマン和が代表値のとり方で 0になったり 1になったりするので，一定の極

限値には近づかない。従って積分可能ではない。
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< 定積分の性質 >

区間 [a , b]における関数 f(x)の定積分の定義はZ b

a

f(x)dx = lim

nX
k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

であった。ここで x0 = a < x1 < x2 < · · · < xn = bは [a , b]の分割であり，ξk

(xk−1 5 ξk 5 xk)は小区間 [xk−1 , xk]の代表値である。この極限 limは分割と代表値

をどのように選んでも，分割の最大幅 max
15k5n

(xk − xk−1)が 0に近づく限り，一定の

極限値に収束することを意味する。

この定積分の定義から，次の定積分の性質が導かれる。

また，次式がなりたつように定積分の定義を拡張する。

(6)

Z a

b

f(x)dx = −
Z b

a

f(x)dx ,

Z a

a

f(x)dx = 0
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< 定積分の平均値の定理 >

[最大値の定理 ]

f(x)が a 5 x 5 bで連続であるとき，

ある数 x1 , x2 (a 5 x1 5 b , a 5 x2 5 b)
が存在し，任意の a 5 x 5 bに対し

f(x1) 5 f(x) 5 f(x2)
成り立つ。f(x2)を最大値，f(x1)を

最小値という。

[中間値の定理 ]

f(x)が a 5 x 5 bで連続とし，この範囲で f(x)の最大値をM，最小値をmとする。

このときm 5 μ 5M である任意の数 μに対し

f(c) = μ

となる数 cが aと bの間にある。

[積分の平均値の定理 ]

f(x)が a 5 x 5 bで連続なとき

f(c) =
1

b− a

Z b

a

f(x)dx (a < c < b)

となる数 cが aと bの間に存在する。

<証明>

a 5 x 5 bの範囲で f(x)の最大値をM ,最小値

をm とすると

m 5 f(x) 5M (a 5 x 5 b)
である。定積分の定義からZ b

a

mdx 5
Z b

a

f(x)dx 5
Z b

a

Mdx

がわかる。従って

m(b− a) 5
Z b

a

f(x)dx 5M(b− a) ⇒ m 5 1

b− a

Z b

a

f(x)dx 5M

となる。ここで μ =
1

b− a

Z b

a

f(x)dxとおくと、m 5 μ 5M より中間値の定理から

f(c) = μ =
1

b− a

Z b

a

f(x)dx (a < c < b)

となる数 cが aと bの間に存在する。(証明終)

(注)定積分の平均値の定理は

f(c)× (b− a) =
Z b

a

f(x)dx (a < c < b)

とも書ける。f(x) > 0のときは図 2と図 3の斜線部分の面積が等しいことを意味する。
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< 微分積分学の基本定理 >

定理1

任意の実数 aと連続関数 f(x)に対し

S(x) =

Z x

a

f(x)dx

とおくと S 0(x) = f(x)

証明は S0(x) = lim
h→0

S(x+ h)− S(x)
h

= lim
h→0

1

h

½Z x+h

n
f(x)dx−

Z x

h
f(x)dx

¾
の極限をh→ +0

と h→ −0の各場合にわけ，定積分の性質 (4)と定積分の平均値の定理を用いて，同じ極

限値 f(x)に近づくことを示せばよい。詳しい証明は研究課題とする。

定理2

f(x)が連続で，F 0(x) = f(x)であるときZ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)

証明は定理 1と「微分して 0(ゼロ)になる関数は定数」であることを用いる。詳しい証明

は練習問題とする。

(注) 定理 1と定理 2をまとめて微分積分学の基本定理という。

問 定理 2を証明せよ。
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< 定積分の計算 1 >

前ページ定理 2より，f(x)が連続で，

Z
f(x)dx = F (x) + C のときZ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)

が成り立つ。

(注) F (b)− F (a) = [F (x)]ba と略記する。

例1
Z 3

1

x4dx =

∙
1

5
x5
¸3
1

=
35

5
− 1

5

5
=
242

5

例2
Z b

a

1√
x
dx =

£
2
√
x
¤b
a
= 2
√
b− 2√a

問 次の定積分の値を求めよ。ただし n 6= −1である

(1)

Z b

a

xndx (2)

Z b

a

1

x
dx

(3)

Z b

a

dx (4)

Z b

a

exdx

(5)

Z b

a

cosxdx (6)

Z b

a

sin xdx

(7)

Z b

a

dx

cos2 x
(8)

Z b

a

dx

1 + x2

(9)

Z 10

4

dx (10)

Z 2

−1
x3dx

(11)

Z 5

1

1

x2
dx (12)

Z 4

1

√
xdx

(13)

Z e

1

1

x
dx (14)

Z 2

0

exdx

(15)

Z π
2

0

cosxdx (16)

Z π

0

sin xdx

(17)

Z π
4

0

dx

cos2 x
(18)

Z 1

0

dx

1 + x2
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< 定積分の計算 2 >

例 (1)

Z 2

1

3x− 4
x2

dx =

Z 2

1

µ
3

x
− 4

x2

¶
dx =

∙
3 log |x|+ 4

x

¸2
1

=

µ
3 log |2|+ 4

2

¶
−
µ
3 log |1|+ 4

1

¶
= 3 log 2− 2

(2)

Z π

0

sin2xdx =

Z π

0

1− cos(2x)
2

dx =

∙
x

2
− sin(2x)

4

¸x
0

=
x

2

(3)

Z 1

−2
x2dx+

Z 4

1

x2dx =

Z 4

−2
x2dx =

∙
x3

3

¸4
−2
=
43

3
− (−2)

3

3
=
64 + 8

3
= 24

問 次の定積分の値を求めよ。

(1)

Z 2

1

2x2 − 3x+ 1
x2

dx

(2)

Z 0

−1
(x3 + x4)dx+

Z 1

0

(x3 + x4)dx

(3)

Z 2

1

dx

x(x+ 1)

(4)

Z π

0

cos2xdx

(5)

Z π
2

0

sin x cosxdx
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< 定積分の積分変数 >

Z
f(x)dx = F (x) + C のとき

Z b

a

f(x)dx =
£
F (x)

¤x=b
x=a

= F (b)− F (a)

ここで変数 x が別の変数 (例えば t )に変わってもZ b

a

f(t)dt =
£
F (t)

¤t=b
t=a

= F (b)− F (a)

のように定積分の値は変わらない。すなわちZ b

a

f(t)dt =

Z b

a

f(x)dx

例 (1)

Z 3

1

x4 dx =

∙
1

5
x5
¸x=3
x=1

=
1

5
× 35 − 1

5
× 15 = 243

5
− 1
5
=
242

5

(2)

Z 3

1

t4 dt =

∙
1

5
t5
¸t=3
t=1

=
1

5
× 35 − 1

5
× 15 = 243

5
− 1
5
=
242

5

(3)

Z 2

1

4πr2 dr =

∙
4

3
πr3
¸r=2
r=1

=
4

3
π × 8− 4

3
π × 1 = 28

3
π

(4)

Z π

0

4 cos θdθ =
h
4 sin θ

iθ=π
θ=0

= 4 sinπ − 4 sin 0 = 0

問 次の定積分の値を求めよ。(ただし n 6= −1)

(1)

Z 3

1

(4− 10t)dt

(2)

Z R

0

2πrdr

(3)

Z π

0

sin θdθ

(4)

Z b

a

undu

(5)

Z 9

1

√
udu
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< 定積分の置換積分法 1 >

例題
Z 1

−1
(5x+ 3)3dxを求めよ。

(解) まず不定積分

Z
(5x+ 2)3dx を求める。u = 5x+ 2 と置くと

du

dx
= 5 よりZ

(5x+ 2)3dx =
1

5

Z
(5x+ 2)3 × 5dx = 1

5

Z
u3
du

dx
dx =

1

5

Z
u3du

=
1

5
× 1
4
u4 + C =

1

20
u4 + C =

1

20
(5x+ 2)4 + C

であるからZ 1

−1
(5x+ 2)3dx =

∙
1

20
(5x+ 2)4

¸1
−1
=
74

20
− (−3)

4

20
=
2401− 81

20
= 116

(別解) u = 5x+ 2とおくと xと uの対応は

x −1 → 1

u −3 → 7

より

Z 1

−1
(5x+ 2)3dx =

1

5

Z x=1

x=−1
(5x+ 2)35dx =

1

5

Z u=7

u=−3
u3
du

dx
dx =

1

5

Z u=7

u=−3
u3du

=
1

5

∙
1

4
u4
¸u=7
u=−3

=
1

5

µ
74

4
− (−3)

4

4

¶
=
1

5

µ
2401− 81

4

¶
= 116

(注) 別解の方法を定積分の置換積分法という。

問 次の定積分の値を求めよ。Z 1

−1
(2x+ 1)4dx
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< 定積分の置換積分法 2 >

例 前ページの例題の別解をさらに簡単にする方法がある。

u = 5x+ 2 から
du

dx
= 5である。この式を分数のように考えて，

形式的に

du = 5dx ⇒ dx =
1

5
du

とおくと

x −1 → 1

u −3 → 7

より Z x=1

x=−1
(5x+ 2)3dx =

Z u=7

u=−3
u3
1

5
du =

∙
1

20
u4
¸u=7
u=−3

=
74

20
− (−3)

4

20
= 116

となる。このように計算してもよい。

問 次の定積分を求めよ。

(1)

Z 1

−1
(2x+ 1)4dx

(2)

Z 2

0

(3x− 1)3dx

(3)

Z 4

0

√
2x+ 1dx
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< 定積分の置換積分法 3 >

例
Z 1

0

x2(x3 + 1)4dxを求めたい。u = x3 + 1とおくと
du

dx
= 3x2

より形式的に du = 3x2dx ⇒ x2dx =
1

3
du とおく。

x 0 → 1

u 1 → 2

より

Z 1

0

x2(x3 + 1)4dx =

Z x=1

x=0

(x3 + 1)4x2dx =

Z u=2

u=1

u4
1

3
du =

∙
u5

15

¸u=2
u=1

=
25

15
− 1

15
=
31

15

問 次の定積分を求めよ。

(1)

Z 1

0

x(x2 + 2)3dx

(2)

Z 2

0

x

(x2 + 1)3
dx

(3)

Z 2

−1

x2

x3 + 2
dx

(4)

Z 1

−1
x2ex

3+1dx
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< 定積分の置換積分法 4 >

例題
Z 3

0

√
9− x2 dx を求めよ。

(解) x = 3 sin θ とおくと

dx

dθ
= 3 cos θ ⇒ dx = 3 cos θdθ

となる。x と θ の対応は

x 0 → 3

θ 0 → π

2

となる。また 0 <= θ <=
π

2
の範囲では cos θ >= 0 より

√
9− x2 =

p
9− (3 sin θ)2 =

√
9 cos2 θ = 3 cos θ

従ってZ x=3

x=0

√
9− x2 dx =

Z θ=π
2

θ=0

(3 cos θ) 3 cos θdθ = 9

Z π
2

0

cos2 θdθ = 9

Z π
2

0

1 + cos(2θ)

2
dθ

= 9

∙
θ

2
+
1

4
sin(2θ)

¸π
2

0

=
9π

4

(注) このような定積分は円の面積を求めるときに使う。

問 a > 0 とする。次の不定積分を求めよ。

(1)

Z a

0

√
a2 − x2 dx =

(2)

Z √3
0

√
4− x2 dx =
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< 定積分の部分積分法 1 >

不定積分の部分積分の公式Z
f(x)g0(x)dx = f(x)g(x)−

Z
f 0(x)g(x)dx

から定積分の部分積分の公式

Z b

a

f(x)g0(x)dx =
h
f(x)g(x)

ib
a
−
Z b

a

f 0(x)g(x) dx

が得られる。

例
Z 5

0

x(x− 5)2 dx =
Z 5

0

x×
½
(x− 5)3
3

¾0
dx

=

∙
x× (x− 5)3

3

¸5
0

−
Z 5

0

(x)0 × (x− 5)3
3

dx = 0− 0−
Z 5

0

(x− 5)3
3

dx

= −
∙
(x− 5)4
12

¸5
0

= −
½
04

12
− (−5)

4

12

¾
= − 625

12

(注) 定積分の部分積分の公式を次のように覚えると使いやすい。Z b

a
左 × 右 dx =

h
(左) × (右の積分)

ib
a
−
Z b

a
(左の微分) × (右の積分) dx

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z 1

0

x(x− 1)3 dx =

(2)

Z π

0

x cosxdx =

(3)

Z π
2

0

x sin xdx =

(4)

Z 1

0

xex dx =
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< 定積分の部分積分法 2 >

例
Z √e
1

x log xdx =

Z √e
1

µ
x2

2

¶0
× log xdx =

∙
x2

2
log x

¸√e
1

−
Z √e
1

x2

2
× (log x)0dx

=
e

2
log
√
e− 1

2
log 1−

Z √e
1

x

2
dx =

e

4
−
∙
x2

4

¸√e
1

=
e

4
−
µ
e

4
− 1
4

¶
=
1

4

問 次の定積分の値を求めよ。

(1)

Z e

1

x log xdx

(2)

Z e

1

x2 log xdx

(3)

Z √e
1

x3 log xdx

(4)

Z e

1

log xdx
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< 定積分の部分積分法 3 >

例
Z π

2

0

x2 sin xdx =

Z π
2

0

x2 × (− cos x)0dx =
h
x2 × (− cosx)

iπ
2

0
−
Z π

2

0

2x× (− cosx)dx

=

µ
−π

2

4
cos

π

2
− 0
¶
+

Z π
2

0

2x cos xdx =

Z π
2

0

2x× (sinx)0dx

=
h
2x sin x

iπ
2

0
−
Z π

2

0

(2x)0 sin xdx = π sin
π

2
− 0−

Z π
2

0

2 sinxdx

= π +
h
2 cosx

iπ
2

0
= π + 2 cos

π

2
− 2 cos 0 = π − 2

問 次の定積分の値を求めよ。

(1)

Z π

0

x2 sinxdx

(2)

Z π
2

0

x2 cosxdx

(3)

Z π

−π
x2 sin(2x)dx
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< 定積分の練習 1 >

問 次の定積分を求めよ。

(1)

Z 3

−1
dx

(2)

Z √e
1

dx

x

(3)

Z 1

0

3
√
xdx

(4)

Z π

0

(3 sin x− 4 cosx)dx

(5)

Z 2

1

3x2 − 4x+ 1
x2

dx

(6)

Z 9

1

dx√
x

(7)

Z π
4

−π
3

dx

cos2 x

(8)

Z 2

0

1

3x+ 1
dx

(9)

Z 3

2

dx

x2 − 1

(10)

Z π

0

sin 2x cosxdx

(11)

Z π
2

0

sin2 xdx

(12)

Z π
4

−π
4

cos2(2x)dx

(13)

Z 2

−2
e3x−1dx

(14)

Z 1

−1
xe−x

2

dx
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< 定積分の練習 2 >

問 次の定積分を求めよ。

(1)

Z 1

0

1

(3x+ 1)5
dx

(2)

Z 10

1

√
5x− 1dx

(3)

Z 1

0

x2

(x3 + 1)4
dx

(4)

Z 1

0

3x

x2 + 1
dx

(5)

Z π
2

0

x cosxdx

(6)

Z π

0

x sinxdx

(7)

Z e2

e

log xdx

(8)

Z 1

−1
xexdx

(9)

Z π

0

x2 cosxdx
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< 和の極限値 >

例 lim
n→∞

nX
k=1

µ
k − 1
n

¶2
× 1

n
= lim

n→∞

nX
k=1

(k − 1)2 × 1

n3
= lim

n→∞

Ã
n−1X
k=1

k2

!
× 1

n3

= lim
n→∞

(n− 1) n (2n− 1)
6

× 1

n3
= lim

n→∞

¡
1− 1

n

¢
×
¡
2− 1

n

¢
6

=
1× 2
6

=
1

3

問 次の極限値を求めよ。

(1) lim
n→∞

nX
k=1

µ
k

n

¶2
× 1

n

(2) lim
n→∞

nX
k=1

µ
k

n

¶
× 1

n

(3) lim
n→∞

nX
k=1

µ
k

n

¶3
× 1

n
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< 面積 1 >

P.20の定積分の定義

Z b

a

f(x)dx = lim

nX
k=1

f(ξk)(xk − xk−1) (xk−1 5 ξk 5 xk)

から次の定理が導かれる。

定理 連続関数 f(x) が区間 [ a , b ] で常に f(x) = 0 のとき ,曲線 y = f(x) と

x軸および直線 x = a , x = bで囲まれた部分の面積を Sとすると ,

(∗) S =

Z b

a

f(x)dx

である。

例 放物線 y = x2 とx軸および直線 x = 1で囲まれる部分の面積Sについて (∗)を確認

する。区間 [ 0 , 1 ] を n等分する。k番目の分点は xk =
k
n
(k = 0 , 1 , 2 , · · · , n)

である。代表値が ξk = xk の場合のリーマン和を

sn =

nX
k=1

(xk−1)
2(xk − xk−1) , Sn =

nX
k=1

(xk)
2(xk − xk−1)

とおくと図より

sn 5 S 5 Sn

となる。従って lim
n→∞

sn 5 S 5 lim
n→∞

Sn である。また

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

nX
k=1

µ
k − 1
n

¶2
× 1

n
= lim

n→∞

Ã
n−1X
k=1

k2

!
× 1

n3
= lim

n→∞
(n− 1) n (2n− 1)

6
× 1

n3
=
1

3

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

nX
k=1

µ
k

n

¶2
× 1

n
= lim

n→∞

Ã
nX
k=1

k2

!
× 1

n3
= lim

n→∞
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
× 1

n3
=
1

3

より S =
1

3
である。一方

Z 1

0

x2dx =

∙
x3

3

¸1
0

=
1

3
よって (∗) S =

Z 1

0

x2dx が成り立つ。
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< 面積 2 >

例 曲線 y = sin xと 2直線 x =
π

3
と x =

5π

6
および x

軸で囲まれる部分の面積 Sを求める。

S =

Z 5
6
π

π
3

sinxdx =
h
− cosx

i 5
6
π

π
3

=

√
3 + 1

2

問 次の曲線と 2直線および x軸で囲まれる部分の面積を求めよ。

(1) y = ex , x = 0 , x = 1

(2) y =
√
x , x = 1 , x = 9

(3) y =
1

x2
, x = 1 , x = 2

(4) y =
1

x
, x = 1 , x = 2
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< 面積 3 >

a 5 x 5 bの範囲で f(x) = g(x)である場合，2曲

線 y = f(x)，y = g(x)と 2直線 x = a，x = bで囲

まれる部分の面積 Sは

(∗) S =

Z b

a

{f(x)− g(x)} dx

<証明略>

問1 a 5 x 5 bの範囲でg(x) < 0の場合，曲線y = g(x)

と 2直線 x = a，x = bおよび x軸で囲まれる部分

の面積 Sを g(x)に関する定積分で表せ。

問2 図 3の斜線部分の面積 Sを求めよ。

問3 次の曲線や直線で囲まれる部分の面積を求めよ。

(1) y =
√
x，y = x2

(2) y =
1

x
，y = −1

4
x+

5

4



高知工科大学基礎数学シリーズ 7 「積分」（改訂版） − 41 −

< 面積 4 >

例 半径 3の円の面積 Sを求めたい。原点を中心

として半径 3の円の方程式は

x2 + y2 = 9

である。yについて解くと

y = ±
√
9− x2

である。これは円を上半円 (y =
√
9− x2)と

下半円 (y = −
√
9− x2)に分けたものである。

従って
1

4
円の面積は

S

4
=

Z 3

0

√
9− x2 dx

である。31ページ例題より

Z 3

0

√
9− x2 dx = 9π

4
。 よって (答) S = 9π

問1 半径 aの円の面積を求めよ。

問2 図 2の斜線部分の面積 Sを求めよ。



高知工科大学基礎数学シリーズ 7 「積分」（改訂版） − 42 −

< 偶関数・奇関数の定積分 >

例1
Z 1

−1
x2dx =

∙
1

3
x3
¸1
−1
=
1

3
× 13 − 1

3
× (−1)3 = 1

3
+
1

3
=
2

3

(注) 定積分の幾何学的意味より、
R 1
−1 x

2dxは右図斜線部分の面積

を表す。y = x2 は y軸対象だから左右の面積が等しいのでZ 0

−1
x2dx =

Z 1

0

x2dx

となるからZ 1

−1
x2dx =

Z 0

−1
x2dx+

Z 1

0

x2dx = 2

Z 1

0

x2dx = 2×
∙
1

3
x3
¸1
0

= 2× 1
3
=
2

3

一般に f(x) = x2n (nは自然数)のときは f(−x) = f(x) (y軸対称)になる。

このような関数 f(x)を偶関数といい、Z a

−a
f(x)dx = 2

Z a

0

f(x)dx

µ
f(x)は偶関数

¶
がなりたつ。

例2
Z 1

−1
x3dx =

∙
1

4
x4
¸1
−1
=
1

4
× 14 − 1

4
× (−1)4 = 1

4
− 1
4
= 0

(注) 右図斜線部分の面積を S1 と S2 とおくとZ 0

−1
x3dx = −S1,

Z 1

0

x3dx = S2

よりZ 1

−1
x3dx =

Z 0

−1
x3dx+

Z 1

0

x3dx = −S1 + S2

となる。一方 y = x3 は原点対称だから S1 = S2 よりZ 1

−1
x3dx = 0

一般に f(x) = x2n−1 (nは自然数)のときは f(−x) = −f(x) (原点対称)になる。

このような関数 f(x)を奇関数といいZ a

−a
f(x)dx = 0

µ
f(x)は奇関数

¶
がなりたつ。

例3
Z 1

−1
(x3 + x4)d =

Z 1

−1
x3dx+

Z 1

−1
x4dx = 0 + 2

Z 1

0

x4dx = 2× 1
5
=
2

5

問 次の定積分を求めよ。

(1)

Z 1

−1
(x3 + x4 + x5)dx = (2)

Z 1

−1
(x+ x3 + x6)dx =

(3)

Z π
2

− π
2

(sin x+ cos x)dx = (4)

Z π
4

− π
4

³
1

cos2 x
+ tanx

´
dx =
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< 体積 1 >

例 図１のような底面が（斜辺 5
√
2の）直角二等辺

三角形で高さが 7の三角錐ＯＡＢＣの体積

V を求めたい。ＯＣを n等分し、図２のような

階段状の立体の体積 Vnで近似する。

この階段状の立体は厚さ
7

n
の三角柱

の集まりであり、その体積を上から順に

v1 , v2 , v3 , · · · , vn
とおくと、

Vn = v1 + v2 + v3 + · · · + vn
となる。第 k番目の三角柱の体積を vk

とする。図３のようにＯからの距離を xk ,

二等辺三角形の一辺の長さを yk とおくと、

yk =
5

7
× xk , xk =

7

n
× k

であるから、図４より

vk =
1

2
× yk × yk ×

7

n
=
52 × 7
2n3

× k2

となる。よって

Vn =
52 × 7
2n3

× 12 + 5
2 × 7
2n3

× 22 + · · · + 5
2 × 7
2n3

× n2

=
52 × 7
2n3

×
©
12 + 22 + · · · + n2

ª
=
52 × 7
2n3

× 1
6
n(n+ 1)(2n+ 1)

=
52 × 7
12

×
µ
1 +

1

n

¶µ
2 +

1

n

¶
となる。

問 n→∞として三角錐の体積 V を求めよ。

V = lim
n→∞

Vn =
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< 体積 2 >

前ページの三角錐の体積 V は以下のような方法で求めることができる。

右図のように頂点Oからの距離が xである水平面で切り取った断面の面積を f(x)と

おく。断面と底面は相似な三角形であり、相似比は x : 7であるから面積比は

断面積：底面積 ＝ x2 : 72

となる。底面は直角二等辺三角形であるから

底面積＝
1

2
× 5× 5 = 25

2

従って f(x) :
25

2
= x2 : 72

より f(x) =
25

98
x2

となる。三角錐OABCはこの断面を x = 0から x = 7まで集めたものであるから

V =

Z 7

0

f(x)dx =

Z 7

0

25

98
x2dx =

∙
25

294
x3
¸7
0

=
175

6

問 右図の三角錐OABCは底面が

AC=3 , BC=4 , AB=5

の直角三角形で、高さが 6 (OC=6)の

三角錐であるとする。三角錐OABCの

体積 V を求めよ。
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< 体積 3 >

一般にある立体が図 1のように基準線に垂直な断面の集

まりとみなせるとき、上の例と同様にして体積が求まる。

基準線に目もりを入れ、x軸と考える。図 2の立体は図

1の断面 (斜線部分)の集まりと考えられる。この断面積

を S(x)とおくと、図 2の立体の体積 V は

V =

Z b

a

S(x)dx

で求められる。

問 底面が直角三角形ABCで，高さが h (= OC)であ

る図 3の三角錐OABC の体積 V を求めたい。

(1) OC0 = xとする。A0C0とB0C0を x，h，a，bで表せ。

A0C0 =

B0C0 =

(2) 断面積 S(x)を求めよ。

S(x) =

(3) 体積 V を求めよ。
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< 体積 4 >

問1 底面が一辺 2の正方形で，高さが 4の四角錐の体

積 V を求めたい。右図の断面積 S(x)と体積 V を

求めよ。

S(x) =

V =

問2 底面が縦 a，横 bの長方形で高さが hの四角錐の体

積 V を求めたい。

(1) 右図の断面積 S(x)と体積 V を求めよ。

S(x) =

V =

(2) 底面積を Sとする。
S(x)

S
を求めよ。

問3 底面が半径 rの円であり，高さが hの円錐がある。

(1) 右図の断面積 S(x)を rと hと xで表せ。

(2) 円錐の体積 V を求めよ。

(3) 底面積を Sとする。
S(x)

S
を求めよ。
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< 体積 5 >

問1 図 1の立体は図 2の斜線部分をx軸のまわりに 1回

転してできた立体である。

このような立体を回転体という。

(1) 図 1の斜線部分は半径 f(x)の円である。この斜線

部分の面積 S(x)を f(x)を用いて表せ。

S(x) =

(2) 図 1の回転体の体積V を f(x)を用いた積分の形で

表せ。

V =

問2 底面が半径 rの円であり，

高さが hの円錐 (図 3)の

体積 V を求めたい。

この円錐は図 4の斜線部分を x軸のまわりに 1回

転してできたものである。積分の計算によって V

を求めよ。

V =

問3 半径 rの球 (図 5)の体積 V を求めたい。球は図 6

の斜線部分を x軸のまわりに 1回転してできた回

転体である。積分の計算によって V を求めよ。

V =
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< 体積 6 >

[ 1 ]「線を集めると面になる」

例1 図 1の面積 S1と図 2の面積 S2は等しい。

なぜならば 40ページより

S1 =

Z 1

−1

n
(4x− x2)− (1− x2)

o
dx =

Z 1

−1
3dx = S2

となるからである。一般に

「線の長さを積分すると面積が求まる」。

[ 2 ]「面を集めると立体になる」

例2 図 3はトランプのような長方形のカードをまっすぐに重ねた立体であり，図 4

と図 5はそれを横にずらした立体である。3つの立体の体積は等しい。

問1 図 6のような底面積Sで高さ hの平行六面体

の体積V を求めたい。底面に垂直な直線を基

準線 (x軸)にとる。x軸の目盛りは底面から

の高さとする。

(1) 高さ x である平面で切り取った断面の面積

S(x)を求めよ。

(2) 平行六面体の体積 V を求めよ。

問2 底面積が S で高さが hの角錐の体積 V を求

めたい。頂点からの距離が xである底面に平

行な平面で切った断面の面積をS(x)とする。

(1) 円錐および角錐において S(x)
S

の比は高さhと

xによって決まる。46ページ問 2，問 3の結

果を参考にして S(x)
S

の比を類推し，S(x)をS
と hと xで表せ。

S(x) =

(2) 角錐の体積 V を求めよ。

V =
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< 積もる方向 >

「
ちり

塵 も
つ

積もれば山となる」とは「小さい物もたくさん集まれば山のように大きくなる」

ことを意味する。「積分」とは「細かく分かれた物が “
つ

積もる”(たくさん集まる)こと」で

ある。前のページで「“線”を集めると “面”になる」「“線の長さ”を積分すると “面積”が

求まる」と書いたが “
つ

積もる方向”=“積分する方向”は集める物に対してして垂直でなけ

ればならならい。

例 1 図 1の縦線部分の面積 Sは　

S =

Z 1

0

xdx =
1

2

である。一方図 2の斜線部分

の面積は図 1と同じ
1

2
である。 (図 1) (図 2) (図 3)

図 3の斜線の長さ `(x) =
x√
2
を 0から

√
2まで集めると図 2の斜線部分になるが，Z √2

0

`(x)dx =

Z √2
0

x√
2
dx =

∙
x2

2
√
2

¸√2
0

=

√
2

2

となって図 2の斜線部分の面積と異なる。これは積分する方向 (x軸)に対し，集ま

る線分 `(x)が垂直でないからである。

例 2 半径 rの円に外接

する正方形の面積

をS(r)、周囲の長

さを `(r)とするとZ r

0

`(r)dr = S(r)

＜外接正方形の場合＞ ＜内接正方形の場合＞

周：`(r) = 8r 周：`(r) = 4
√
2r

面積：S(r) = 4r2 面積：S(r) = 2r2

の関係が成立している。

ところが内接正方形ではその関係が成立しない。それは集める線分が積分する方向

(半径方向)に対して垂直でないからである。

問 1 半径 rの円に外接する正多角形

の面積をS(r)、周の長さを `(r)

とするとZ r

0

`(r)dr = S(r)

の関係が成立していることを示せ。

問 2 半径 rの球に外接する立方体の体積を V (r)、表面積を S(r)するとZ r

0

S(r)dr = V (r)

の関係が成立することを示せ。
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< 直線上の運動 >

x軸上を動く点の時刻 tにおける位置を x(t) ,速度を v(t)とすると

x0(t) = v(t)より Z b

a

v(t)dt = x(b)− x(a) (変位)

となる。この値を時刻 t = aから t = bまでの変位という。これに対し ,

速度 vの絶対値 |v| (v = 0のとき |v| = v，v＜ 0のとき |v| = −v)を速さといい，Z b

a

| v(t) |dt (道のり)

の値を時刻 t = aから t = bまでの道のりという。

例題 v(t) = 2− tのとき次式の値を求めよ。

(1)
Z 4

0

v(t)dt (2)

Z 4

0

|v(t)|dt

(解) (1)
Z 4

0

v(t)dt =

Z 4

0

(2− t)dt =
h
2t− t2

2

i4
0
=
³
2× 4− 4

2

2

´
− 0 = 0

(2) v(t) = 2− tは t = 2のときを境に＋ ,－が入れかわる。

そこで積分範囲を２つにわけてZ 4

0

|v(t)|dt =
Z 4

0

|2− t|dt =
Z 2

0

|2− t|dt+
Z 4

2

|2− t|dt

とする。

① 0 5 t 5 2 のとき 2− t = 0 より |2− t| = 2− t だからZ 2

0

|2− t|dt =
Z 2

0

(2− t)dt =
h
2t− t2

2

i2
0
= 4− 4

2
= 2

② 2 5 t 5 4 のとき 2− t 5 0 より |2− t| = −(2− t) = t− 2 だからZ 4

2

|2− t|dt =
Z 4

2

(t− 2)dt =
h
t2

2
− 2t

i4
2
=
³
16
2
− 8

´
−
³
4
2
− 4

´
= 2

よって① ,②よりZ 4

0

|v(t)|dt =
Z 2

0

|2− t|dt+
Z 4

2

|2− t|dt = 2 + 2 = 4

(注) 「道のり」は動いた距離を表す。

問 次式の値を求めよ。

(1)
Z 3

1

(2− t)dt (2)
Z 3

1

|2− t|dt
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< 平面上の運動 >

座標平面上を動く点Pの時刻 tに

おける座標が (x(t), y(t))である

とき，点 Pの位置ベクトルを

−→
OP = (x(t), y(t)) (位置)

と表し，時刻 tにおける位置という。

このベクトルの導関数を

v(t) =
d

dt

−→
OP =

³dx
dt
,
dy

dt

´
= (x0(t), y0(t)) (速度)

で表し，時刻 tにおける速度という。また，速度の絶対値を

|v(t)| =
r³dx

dt

´2
+
³dy
dt

´2
=

r³
x0(t)

´2
+
³
y0(t)

´2
(速さ=速度の大きさ)

で表し，速さという。また，速度の導関数を

a(t) =
d

dt
v(t) =

³d2x
dt2

,
d2y

dt2

´
= (x00(t), y00(t)) (加速度)

で表し，時刻 tにおける加速度という。

問 平面上を動く点Pの時刻 tにおける位置が (x(t), y(t))であり，初期位置 (t = 0のとき

の位置)が (x(t), y(t)) = (1, 2)，初期速度 (t = 0のときの速度)がv(0) = (x0(0), y(0))

= (3, 4)，時刻 tにおける加速度が a(t) = (x00(t), y00(t)) = (0, 5)であるとする。

(1) x0(t) =

Z
x00(t)dt，y0(t) =

Z
y00(t)dtと初期速度の条件より，時刻 tにおける速度

v(t) = (x0(t), y0(t))と速さ |v(t)|を求めよ。

(2) x(t) =

Z
x0(t)dt，y(t) =

Z
y0(t)dtと初期位置の条件より，時刻 tにおける位置

(x(t), y(t))を求めよ。



高知工科大学基礎数学シリーズ 7 「積分」（改訂版） − 52 −

< 放物運動 >

例 地上から角度 θ 方向に速度 v0
(m/s)で物体を飛ばした。t秒後の

水平距離を x(t) (m)，高さを y(t)

(m) とする。このとき t秒後の水

平方向の速度は x0(t),水平方向の

加速度は x00(t)であり，垂直方向

の速度は y0(t),垂直方向の加速度

は y00(t)である。

問1 空気抵抗がないとすると，水平方向には力が働いていないので，水平方向の加速
度は 0(m/s2 )である。また条件より水平方向の初期速度は v0 cos θ (m/s)である。t
秒後の水平方向の速度 x0(t)と水平距離 x(t)を求めよ。

問2 垂直方向には下向きに重力が働いているから，垂直方向の加速度は−9.8(m/s2)で
ある。また条件より垂直方向の初期速度は v0 sin θ (m/s)である。t秒後の垂直方向
の速度 y0(t)と高さ y(t)を求めよ。

問3 物体が地上に落ちるのは何秒後か？また，そのときの水平距離は何mか？

問4 物体が地上に落ちたときの水平距離が最も長いのは角度 θが何度のときか？
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< 道のり 1 >

平面上を動く点 Pの時刻 tにおける座標が (x(t), y(t))

があるとき，この点が時刻 a(位置A)から時刻 b(位置B)

までに動いた道のり `は，速度を v(t) = (x0(t), y0(t))と
すると

` =

Z b

a
|v(t)| dt =

Z a

b

r³
x0(t)

´2
+
³
y0(t)

´2
dt (道のり)

である。

< 証明のアイデア >

時間の範囲 a 5 t 5 bを n等分した分点を

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn = b
µ
tk = a+ k∆t , ∆t =

b− a
n

¶
とおく。各時刻 tkにおける位置をPk(x(tk), y(tk))とし，A = P0,P1,P2, · · ·Pn,= B
の各点を折れ線で結んで `を近似する。折れ線の長さを `n(図 2)とすれば

`n =

nX
k=1

Pk−1Pk

µ
Pk−1Pk =

q
(x(tk)− x(tk−1))2 + (y(tk − y(tk−1))2

¶
である。nが十分大きければ∆tは小さいので

x(tk)− x(tk−1)
∆t

; x0(tk−1) ,
y(tk)− y(tk−1)

∆t
; y0(tk−1)

より

`n ;
nX
k=1

r³
x0(tk−1)∆t

´2
+
³
y0(tk−1)∆t

´2
=

nX
k=1

r³
x0(tk−1)

´2
+
³
y0(tk−1)

´2
×∆t

と近似できる。そこで nを限りなく大きくすると `nは `に近づくので

` = lim
n→∞

`n = lim
n→∞

nX
k=1

r³
x0(tk−1)

´2
+
³
y0(tk−1)

´2
∆t

= lim
n→∞

n−1X
k=0

r³
x0(tk)

´2
+
³
y0(tk)

´2
∆t

=

Z b

a

r³
x0(t)

´2
+
³
y0(t)

´2
dt

(注) ここで定積分の定義式

Z b

a

f(t)dt = lim
n→∞

nX
k=1

f(tk)∆t = lim
n→∞

n−1X
k=0

f(tk)∆t
³
tk = a+ k∆t , ∆t =

b− a
n

´
を用いた。
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< 道のり 2 >

例題 平面上を動く点 Pの時刻 tにおける速度が

v(t) =
¡
t , t
√
t
¢

であり，t = 0のときの位置は原点 (0, 0)とする。このとき

(1) 時刻 tにおける位置 (x(t), y(t))を求めよ。

(2) t = 0から t = 4までの間にこの点 Pが動いた道のりを求めよ。

(解) (1) v(t) = (x0(t) , y0(t)) =
¡
t , t
√
t
¢
, (x(0) , y(0)) = (0 , 0)より

x(t)− x(0) =
Z t

0

x0(t)dt ⇒ x(t) = x(0) +

Z t

0

x0(t)dt = 0 +

Z t

0

tdt =
1

2
t2

y(t)− y(0) =
Z t

0

y0(t)dt ⇒ y(t) = y(0) +

Z t

0

y0(t)dt = 0 +

Z t

0

t
√
tdt =

2

5
t2
√
t

(答) (x(t) , y(t)) =

µ
1

2
t2 ,

2

5
t2
√
t

¶
(2) 求める道のりはZ 4

0

|v(t)| dt =
Z 4

0

q
(t)2 +

¡
t
√
t
¢2
dt =

Z 4

0

√
t2 + t3dt =

Z 4

0

t
√
1 + tdt

ここで u = 1 + tとおくと
du

dt
= 1 ⇒ du = dtよりZ 4

0

t
√
1 + tdt =

Z 5

1

(u− 1)√udu =
∙
2

5
u2
√
u− 2

3
u
√
u

¸5
1

=
20
√
5

3
+
4

15

(答)

Z 4

0

|v(t)| dt = 20
√
5

3
+
4

15

問1 x軸上を動く点Pの時刻 tにおける速度 v(t)が

v(t) = (cos t , 0)

であり，t = 0のときの位置は原点とする。

(1) 時刻 tにおける位置 (x(t), y(t))を求めよ。

(2) t = 0から t = πまでの間にこの点Pが動いた道のりを求めよ。

問2 平面上を動く点Pの時刻 tにおける速度が

v(t) = (− sin t , cos t)
であり，t = 0のときの位置は点 (1 , 0)とする。

(1) 時刻 tにおける位置 (x(t) , y(t))を求めよ。

(2) t = 0から t = 2πまでの間にこの点 Pが動いた道のりを求めよ。
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< 道のり 3 >

例題 次の曲線の長さ `を求めよ。

x(t) = et cos t , y(t) = et sin t
³
0 5 t 5 π

2

´
(解)

dx

dt
= et cos t− et sin t , dy

dt
= et sin t+ et cos t

よりµ
dx

dt

¶2
+

µ
dy

dt

¶2
=
¡
et
¢2
(cos t− sin t)2 +

¡
et
¢2
(sin t+ cos t)2

=
¡
et
¢2 ©

cos2 t− 2 cos t sin t+ sin t2 + sin2 t+ 2 sin t cos t+ cos2 t
ª

= 2 (et)
2

である。求める曲線の長さは点 (x(t), y(t))の t = 0から t = π
2
までの道のりだから，

` =

Z π
2

0

s³dx
dt

´2
+

µ
dy

dt

¶2
dt =

Z π
2

0

q
2 (et)2dt =

Z π
2

0

√
2etdt =

√
2e

π
2 −
√
2

問 次の曲線の長さ `を求めよ。

(1) x(t) = e−t cos t , y(t) = e−t sin t (0 5 t 5 2π)

(2) x(t) = cos3 t , y(t) = sin3 t
¡
0 5 t 5 π

2

¢
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< 定積分の応用問題 1 >

問1 次の定積分の値を求めよ。

(1)

Z 1

−1
(x+ x2 + x3 + x4 + x5)dx

(2)

Z π
4

−π
4

³
sin x+ cos x+ tan x+

1

cos2 x

´
dx

問2 次の図形の面積を求めよ。

(1) 曲線 y = 1√
x
と x軸および 2直線 x = 1と x = 4で囲まれる部分

(2) 曲線 y = x3と直線 y = xで囲まれる部分

(3) 2曲線 y = x4と y =
√
xで囲まれる部分

(4) 曲線 y = log xと x軸および直線 x = eで囲まれる部分
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< 定積分の応用問題 2 >

問1 a > b > 0である定数 a，bに対し，

右図の楕円の方程式は³x
a

´2
+
³y
b

´2
= 1

である。

(1) 上半楕円の方程式を求めよ。

(2) 右図の斜線部分の面積
S

4
を積分の式で表せ。

S

4
=

(3) Sを求めよ。

問2 次の図形を x軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積を求めよ。

(1) 楕円
x2

a2
+
y2

b2
= 1の内部 (ただし a > 0，b > 0とする)

(2) 右図の斜線部分
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< 定積分の応用問題 3 >

問1 x軸上を動く点Pの時刻 tにおける速度 v(t)が

v(t) = (sin t , 0)

であり，t = 0のときの位置は原点とする。

(1) 時刻 tにおける位置 (x(t) , y(t))を求めよ。

(2) t = 0から t = 2πまでの間に動いた距離 (道のり)を求めよ。

問2 平面上を動く点 Pの時刻 tにおける速度 v(t)が

v(t) = (1 ,
√
t)

であり t = 0における位置は原点とする。

(1) 時刻 tにおける位置 (x(t) , y(t))を求めよ。

(2) t = 0から t = 1までに動いた距離 (道のり)を求めよ。

問3 次の曲線の長さ `を求めよ。

(1) x(t) = 2t3， y(t) = 3t2 (0 5 t 5 1)

(2) x(t) = t− sin t， y(t) = 1− cos t (0 5 t 5 2π)

(ヒント) 2− 2 cos t = 4 sin2
¡
t
2

¢
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< 解答 1 ～ 7 >

< 1ページ.不定積分 1 >

問の解答

(1)
³ 1

α+ 1
xα+1

´0
= xα ⇒

Z
xαdx =

1

α+ 1
xα+1 + C

(2)
¡
log |x|

¢0
=
1

x
⇒

Z
1

x
dx = log |x|+ C

(3) (sinx)0 = cosx ⇒
Z
cosxdx = sinx+ C

(4) (− cosx)0 = sin x ⇒
Z
sinxdx = − cos x+ C

(5) (ex)0 = ex ⇒
Z
exdx = ex + C

< 2ページ.不定積分 2 >

問の解答

(1)
1

7
x7 + C (2)

4

5
x
5
4 + C (3) 2x

1
2 + C

(4)

Z
x−3dx =

1

−2x
−2 + C = − 1

2x2
+ C

(5)

Z
x
2
3 dx =

3

5
x
5
3 + C =

3

5
x

3
√
x2 + C

(6)

Z
x−

1
4 dx =

4

3
x
3
4 + C =

4

3

4
√
x3 + C

< 3ページ.不定積分 3 >

問の解答

(1)

Z ³ 1
x
− 4

x2
+
1

x3

´
dx = log |x|+ 4

x
− 1

2x2
+ C

(2)

Z ³
1− 4

x2
+
3

x4

´
dx = x+

4

x
− 1

x3
+ C

(3)

Z ³√
x+

2√
x

´
dx =

2

3
x
√
x+ 4

√
x+ C

(4)

Z ³
1− 2√

x
+
1

x

´
dx = x− 4√x+ log |x|+ C

< 4ページ.不定積分 4 >

問 1の解答

(1) (tanx)0 =
1

cos2 x
⇒

Z
dx

cos2 x
= tan x+ C

(2)
³ 1

tanx

´0
= − 1

sin2 x
⇒

Z
dx

sin2 x
= − 1

tanx
+ C

(= − cotx+ C)
(3) (sin−1 x)0 =

1√
1− x2

⇒
Z

dx√
1− x2

= sin−1 x+ C

(4) (tan−1 x)0 =
1

1 + x2
⇒

Z
1

1 + x2
dx = tan−1 x+ C

問 2の解答

(1) −4 cosx− 3 sin x+ C (2) 3 sinx− tanx+ C

(3) 2 sinx+ cosx+ C (4) − tanx+ C

(5) − cot x− x+ C (6) tanx+ C

(7) 3 sin−1 x+ C (8) 5 tan x+ C

< 5ページ.積分記号 >

問の解答

(1) 10t− 4.9t2 + C (2)
4

3
πr3 + C

(3) eu + C (4) log |y|+ C

(5) sinu+ C

< 6ページ.置換積分法 1 >

問の解答

(1)

Z
cos(4x− 3)dx = 1

4
sin(4x− 3) + C

(2)

Z
sin(3x+ 4)dx = − 1

3
cos(3x+ 4) + C

< 7ページ.置換積分法 2 >

問 1の解答

(1)

Z
sinu du = − cosu+ C

(1)’

Z
sin(ax+ b)dx = − 1

a
cos(ax+ b) + C

(2)

Z
eudu = eu + C

(2)’

Z
eax+bdx =

1

a
eax+b + C

(3)

Z
undu =

1

n+ 1
un+1 + C

(3)’

Z
(ax+ b)ndx =

1

(n+ 1)a
(ax+ b)n+1 + C

(4)

Z
1

u
du = log | u |+ C

(4)’

Z
1

ax+ b
dx =

1

a
log | ax+ b |+ C

問 2の解答

(1)

Z
cos(−3x+ 2)dx = − 1

3
sin(−3x+ 2) + C

(2)

Z
sin(4x− 5)dx = − 1

4
cos(4x− 5) + C

(3)

Z
e4x−3dx =

1

4
e4x−3 + C

(4)

Z
(5x− 3)6dx = 1

35
(5x− 3)7 + C

(5)

Z
(3x− 2)10dx = 1

33
(3x− 2)11 + C

(6)

Z
1

4x+ 3
dx =

1

4
log | 4x+ 3 |+ C
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< 解答 8 ～ 13 >

< 8ページ.置換積分法 3 >

問の解答

(1)

Z √
4x− 3 dx = 1

6
(4x− 3)

√
4x− 3 + C

(2)

Z
1

(5x− 3)4 dx = −
1

15(5x− 3)3 + C

(3)

Z
1√

2x+ 1
dx =

√
2x+ 1 + C

< 9ページ.置換積分法 4 >

問の解答

(1)

Z
x3ex

4+1dx =
1

4
ex

4+1 + C

(2)

Z
x2 cos(x3 + 2)dx =

1

3
sin(x3 + 2) + C

(3)

Z
x sin(x2 + 3)dx = − 1

2
cos(x2 + 3) + C

(4)

Z
x(x2 + 1)5dx =

1

12
(x2 + 1)6 + C

< 10ページ.置換積分法 5 >

問の解答

(1)

Z
x2

x3 + 1
dx =

1

3
log | x3 + 1 |+ C

(2)

Z
3x

x2 + 4
dx =

3

2
log(x2 + 4) + C

(3)

Z
cotx dx = log | sinx |+ C

(4)

Z
f 0(x)

f(x)
dx = log | f(x) |+ C

< 11ページ.置換積分法 6 >

問の解答

(1)

Z
1

(2x+ 1)2 + 1
dx =

1

2
tan−1(2x+ 1) + C

(2)

Z
1

x2 + 9
dx =

1

3
tan−1

³ x

3

´
+ C

(3)

Z
1

(2x+ 1)2 + 9
dx =

1

6
tan−1

³ 2x+ 1

3

´
+ C

(4)

Z
1

(ax+ b)2 + r2
dx =

1

ar
tan−1

³ ax+ b

r

´
+ C

< 12ページ.不定積分の練習 1 >

問の解答

(1)

Z
e2xdx =

1

2
e2x + C

(2)

Z
e2x−1dx =

1

2
e2x−1 + C

(3)

Z
cos(4x)dx =

1

4
sin(4x) + C

(4)

Z
cos(4x+ 3)dx =

1

4
sin(4x+ 3) + C

(5)

Z
sin(3x)dx = − 1

3
cos(3x) + C

(6)

Z
sin(3x− 5)dx = − 1

3
cos(3x− 5) + C

(7)

Z
1

cos2(5x)
dx =

1

5
tan(5x) + C

(8)

Z
1

(5x)2 + 1
dx =

1

5
tan−1(5x) + C

(9)

Z
(7x− 5)3dx = 1

28
(7x− 5)4 + C

(10)

Z
dx

(6x− 1)3 = −
1

12(6x− 1)2 + C

(11)

Z √
5x+ 1 dx =

2

15
(5x+ 1)

√
5x+ 1 + C

(12)

Z
dx

4x+ 3
=

1

4
log | 4x+ 3 |+ C

(13)

Z
x cos(x2 + 3)dx =

1

2
sin(x2 + 3) + C

(14)

Z
xe−x

2

dx = − 1

2
e−x

2

+ C

(15)

Z
x

1 + x2
dx =

1

2
log(1 + x2) + C

(16)

Z
cos x

2 + sinx
dx = log(2 + sin x) + C

< 13ページ.分数関数の積分 2 >

問の解答

(1) log

¯̄̄̄
x

x+ 1

¯̄̄̄
+ C

(2)
1

2
log

¯̄̄̄
x− 1
x+ 1

¯̄̄̄
+ C

(3) log

¯̄̄̄
x− 3
x− 2

¯̄̄̄
+ C

(4)
1

7
log

¯̄̄̄
x− 3
x+ 4

¯̄̄̄
+ C

(5)
1

5
log

¯̄̄̄
2x+ 1

3x+ 4

¯̄̄̄
+ C
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< 解答 14 ～ 18 >

< 14ページ.部分積分法 1 >

問の解答

(1) −x cosx+ sinx+ C

(2) xex − ex + C

(3)
x

2
sin (2x) +

1

4
cos (2x) + C

(4) −x
2
cos (2x) +

1

4
sin (2x) + C

(5)
x

3
e3x − 1

9
e3x + C

< 15ページ.部分積分法 2 >

問 1の解答

(1)
x2

2
log x− x

2

4
+ C

(2)
x3

3
log x− x

3

9
+ C

問 2の解答

(1) −x2 cos x+ 2x sinx+ 2 cosx+ C

(2) x2ex − 2xex + 2ex + C

< 16ページ.三角関数の不定積分 >

問の解答

(1)
1

2
x− 1

4
sin (2x) + C

(2)
1

10
sin (5x) +

1

2
sinx+ C

(3)
1

6
sin (3x)− 1

10
sin (5x) + C

(4) − 1

14
cos (7x)− 1

2
cosx+ C

(5)
1

2
x+

1

12
sin (6x) + C

(6)
1

2
x− 1

16
sin (8x) + C

< 17ページ.不定積分の検証 >

問の解答

(1)
n 1
4
(x4 − 1)4

o
0 = 4x3(x4 − 1)3 より正しくない (×)

(2)
³1
2
log |x2 − 1|

´0
=

x

x2 − 1 より正しい (○)

(3) (x2ex − 2xex + 2ex)0 = x2ex より正しい (○)

< 18ページ.不定積分の練習 2 >

問 1の解答

(1)

Z
2

x2 − 1 dx =
Z ³ 1

x− 1 −
1

x+ 1

´
dx = log

¯̄̄̄
x− 1
x+ 1

¯̄̄̄
+ C

(2)

Z
dx

(x− 1)(x+ 2) =
Z

1

3

³ 1

x− 1 −
1

x+ 2

´
=

1

3
log

¯̄̄
x− 1
x+ 2

¯̄̄
+ C

(3)

Z
cos2 xdx =

Z
1 + cos(2x)

2
dx =

1

2
x+

1

4
sin(2x) + C

(4)

Z
sin2 xdx =

Z
1− cos(2x)

2
dx =

1

2
x− 1

4
sin(2x) + C

(5)

Z
xexdx = xex −

Z
exdx = xex − ex + C

(6)

Z
x cos xdx = x sinx−

Z
sinxdx = x sinx+ cosx+ C

(7)

Z
log xdx = x log x−

Z
1 dx = x log x− x+ C

(8)

Z
x3 log x =

1

4
x4 log x−

Z
1

4
x3dx =

1

4
x4 log x− 1

16
x4 + C

(9)

Z
x2exdx = x2ex −

Z
2xexdx = x2ex −

³
2xex −

Z
2exdx

´
= x2ex − 2xex + 2ex + C
問 2の解答

(1) (x2 sinx+ 2x cosx− 2 sin x)0

= 2x sinx+ x2 cos x+ 2 cosx− 2x sinx− 2 cosx
= x2 cosx より正しい。

(2)
³ 1
2
log

¯̄̄
x− 2
x+ 2

¯̄̄ ´0
=
³ 1
2
log | x− 2 |− 1

2
log | x− 2 |

´0
=

1

2
×
³ 1

x− 2 −
1

x+ 2

´
=

1

2
× (x+ 2)− (x− 2)

(x− 2)(x+ 2)

=
2

x2 − 4 より正しくない。
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< 解答 19 ～ 25 >

< 19ページ.和の記号
P
>

問 1の解答

(1) 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
nX
k=1

k3

(2) 22 + 32 + 42 + · · ·+ (n− 1)2 =
n−1X
k=2

k2

(3) 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
nX
k=1

k

(4)
1

n
+

2

n
+

3

n
+ · · ·+ n

n
=

nX
k=1

k

n

問 2の解答

(1) 1 + 2 + 3 + · · ·+ 1000 =
1000X
k=1

k =
1000× 1001

2
= 500500

(2) 12 + 22 + 32 + · · ·+ 202 =
20X
k=1

k2 =
1

6
× 20× 21× 41 = 2870

(3) 13 + 23 + 33 + · · ·+ 103 =
10X
k=1

k3 =
³ 10× 11

2

´2
= 3025

(4)

nX
k=1

(k − 1) =
n−1X
k=1

k =
(n− 1)n

2

(5)

nX
k=1

(k − 1)2 =
n−1X
k=1

k2 =
(n− 1) n (2n− 1)

6

< 24ページ.微分積分学の基本定理 >

問の解答

S(x) =

Z x

a

f(x)dx とおくと S0(x) = f(x)

F 0(x) = f(x) より³
F (x)− S(x)

´0
= f(x)− f(x) = 0

微分して 0になる関数は定数だけだから

F (x)− S(x) = C (定数)

とおくと

F (x) = S(x) + C

よって

F (b)− F (a) =
n
S(b) + C

o
−
n
S(a) + C

o
= S(b)− S(a) =

Z b

a

f(x)dx−
Z a

a

f(x)dx

=

Z b

a

f(x)dx (証明終)

< 25ページ.定積分の計算 1 >

問の解答

(1)

Z b

a

xndx =

"
xn+1

n+ 1

#b
a

=
bn+1

n+ 1
− an+1

n+ 1

(2)

Z b

a

1

x
dx =

h
log |x|

ib
a
= log

¯̄̄
b

a

¯̄̄

(3)

Z b

a

dx =
£
x
¤b
a
= b− a

(4)

Z b

a

exdx =
h
ex
ib
a
= eb − ea

(5)

Z b

a

cosxdx =
h
sinx

ib
a
= sin b− sin a

(6)

Z b

a

sinxdx =
h
− cosx

ib
a
= − cos b+ cos a

(7)

Z b

a

dx

cos2 x
=
h
tanx

ib
a
= tan b− tan a

(8)

Z b

a

dx

1 + x2
=
h
tan−1 x

ib
a
= tan−1 b− tan−1 a

(9)

Z 10

4

dx =
h
x
i10
4
= 6

(10)

Z 2

−1
x3dx =

h x4
4

i2
−1
=

15

4

(11)

Z 5

1

1

x2
dx =

h
− 1

x

i5
1
=

4

5

(12)

Z 4

1

√
x dx =

h 2

3
x
√
x
i4
1
=

14

3

(13)

Z e

1

1

x
dx =

h
log |x|

ie
1
= 1

(14)

Z 2

0

exdx =
h
ex
i2
0
= e2 − 1

(15)

Z π
2

0

cosxdx =
h
sinx

i π
2

0
= 1

(16)

Z π

0

sinxdx =
h
− cosx

iπ
0
= 2

(17)

Z π
4

0

dx

cos2 x
=
h
tanx

iπ
4

0
= 1

(18)

Z 1

0

dx

1 + x2
=
h
tan−1 x

i1
0
=

π

4



高知工科大学基礎数学シリーズ 7 「積分」（改訂版） − 63 −

< 解答 26 ～ 29 >

< 26ページ.定積分の計算 2 >

問の解答

(1)

Z 2

1

2x2 − 3x+ 1
x2

dx =

Z 2

1

³
2− 3

x
+

1

x2

´
dx

=
h
2x− 3 log | x |− 1

x

i2
1

=
³
4− 3 log | 2 |− 1

2

´
−
³
2− 3 log | 1 |− 1

´
=

5

2
− 3 log 2

(2)

Z 0

−1
(x3 + x4)dx+

Z 1

0

(x3 + x4)dx =

Z 1

−1
(x3 + x4)dx

= 2

Z 1

0

x4dx = 2
h x5
5

i1
0
=

2

5

(3)

Z 2

1

dx

x(x+ 1)
=

Z 2

1

n 1

x
− 1

x+ 1

o
dx =

"
log

¯̄̄
x

x+ 1

¯̄̄ #2
1

= log
2

3
− log 1

2
= log

4

3

(4)

Z π

0

cos2 x =

Z π

0

1 + cos 2x

2
dx =

"
1

2
x+

1

4
sin(2π)

#π
0

=
1

2
π +

1

4
sin(2π) =

1

2
π

(5)

Z π
2

0

sinx cosxdx =

Z π
2

0

1

2
sin(2x)dx =

h
− 1

4
cos(2x)

iπ
2

0

= − 1

4
cos(π) +

1

4
cos 0 =

1

2

< 27ページ.定積分の積分変数 >

問の解答

(1)
h
4t− 5t2

i3
1
= −32

(2)
h
πr2

iR
0
= πR2

(3)
h
− cos θ

iπ
0
= 2

(4)
h un+1
n+ 1

ib
a
=
bn+1

n+ 1
− an+1

n+ 1

(5)
h2
3
u
3
2

i9
1
=
52

3

< 28ページ.定積分の置換積分法 1 >

問の解答

u = 2x+ 1 とおくと
dy

dx
= 2

x −1 → 1

u −1 → 3

よりZ 1

−1
(2x+ 1)4dx =

1

2

Z x=1

x=−1
(2x+ 1)42dx =

1

2

Z u=3

u=−1
u4
du

dx
dx

=
1

2

Z u=3

u=−1
u4du =

1

2

h u5

5

iu=3
u=−1

=
1

2

³ 243
5
− (−1)

5

´
=

1

2
× 244

5
=

122

5

< 29ページ.定積分の置換積分法 2 >

問の解答

(1) u = 2x+ 1 とおくと

du

dx
= 2 より dx =

1

2
du とおける。

積分区間は
x −1 → 1

u −1 → 3
と変わるので

Z x=1

x=−1
(2x+ 1)4dx =

Z u=3

u=−1
u4
1

2
du =

h 1

10
u5
i3
−1

=
1

10

¡
35 − (−1)5

¢
=

244

10
=

122

5

(2) u = 3x− 1 とおくと

du

dx
= 3 より dx =

1

3
du とおける。

積分区間は
x 0 → 2

u −1 → 5
と変わるので

Z x=2

x=0

(3x− 1)3dx =
Z u=5

u=−1
u3
1

3
du =

h 1

12
u4
i5
−1

=
1

12

¡
54 − (−1)4

¢
= 52

(3) u = 2x+ 1 とおくと

du

dx
= 2 より dx =

1

2
du とおける。

積分区間は
x 0 → 4

u 1 → 9
と変わるので

Z x=4

x=0

√
2x+ 1 dx =

Z u=9

u=1

√
u
1

2
du =

h 1
3
u
√
u
i9
1

=
1

3

³
9
√
9 − 1

√
1
´
=

26

3
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< 解答 30 ～ 32 >

< 30ページ.定積分の置換積分法 3 >

問の解答

(1) u = x2 + 2 とおくと

du

dx
= 2x より xdx =

1

2
du

x 0 → 1

u 2 → 3
より

Z x=1

x=0

x(x2 + 2)3dx =

Z u=3

u=2

u3
1

2
du =

h 1

8
u4
iu=3
u=2

=
1

8
(34 − 24) = 65

8

(2) u = x2 + 1 とおくと

du

dx
= 2x より xdx =

1

2
du

x 0 → 2

u 1 → 5
より

Z x=2

x=0

x

(x2 + 1)3
dx =

Z u=5

u=1

1

u3
× 1

2
du =

h
− 1

4
u−2

iu=5
u=1

=
6

25

(3) u = x3 + 2 とおくと

du

dx
= 3x2 より x2dx =

1

3
du

x −1 → 2

u 1 → 10
より

Z x=2

x=−1

x2

x3 + 2
dx =

Z u=10

u=1

1

u
× 1

3
du =

h 1

3
log | u |

iu=10
u=1

=
1

3
log 10

(4) u = x3 + 1 とおくと

du

dx
= 3x2 より x2dx =

1

3
du

x −1 → 1

u 0 → 2
より

Z x=1

x=−1
x2ex

3+1dx =

Z u=2

u=0

eu
1

3
du =

h 1

3
eu
iu=2
u=0

=
1

3
e2 − 1

3

< 31ページ.定積分の置換積分法 4 >

問の解答

(1)

Z a

0

p
a2 − x2dx =

Z π
2

0

p
a2 − a2 sin2 θ a cos θ dθ

(x = a sin θ とおく)

=

Z π
2

0

a2 cos2 θ dθ

=

Z π
2

0

n a2

2
+
a2

2
cos (2θ)

o
dθ

=
ha2
2
θ +

a2

4
sin (2θ)

iπ
2

0
=
π

4
a2

(2)

Z √3
0

p
4− x2dx =

Z π
3

0

p
4− 4 sin2 θ 2 cos θ dθ

(x = 2 sin θ とおく)

=

Z π
3

0

4 cos2 θ dθ

=

Z π
3

0

n
2 + 2 cos(2θ)

o
dθ

=
h
2θ + sin (2θ)

iπ
3

0
=
2π

3
+

√
3

2

< 32ページ.定積分の部分積分法 1 >

問の解答

(1)

Z 1

0

x(x− 1)3 dx =
h
x
(x− 1)4

4

i1
0
−
Z 1

0

(x− 1)4
4

dx

= 0− 0−
h (x− 1)5

20

i1
0
=
1

20

(2)

Z π

0

x cosx dx =
h
x sinx

iπ
0
−
Z π

0

sinx dx

= 0− 0 +
h
cos x

iπ
0
= −2

(3)

Z π
2

0

x sinx dx =
h
x(− cosx)

iπ
2

0
−
Z π

2

0

(− cosx) dx

= 0− 0 +
h
sinx

iπ
2

0
= 1

(4)

Z 1

0

xex dx =
h
xex

i1
0
−
Z 1

0

ex dx = e− 0−
h
ex
i1
0
= 1
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< 解答 33 ～ 35 >

< 33ページ.定積分の部分積分法 2 >

問の解答

(1)

Z e

1

x log x dx =
h x2
2
log x

ie
1
−
Z e

1

x

2
dx

=
e2

2
− 0−

h x2
4

ie
1
=
e2

4
+
1

4

(2)

Z e

1

x2 log x dx =
hx3
3
log x

ie
1
−
Z e

1

x2

3
dx

=
e3

3
− 0−

h x3
9

ie
1
=
2

9
e3 +

1

9

(3)

Z √e
1

x3 log x dx =
h x4
4
log x

i√e
1
−
Z √e
1

x3

4
dx

=
e2

4
log
√
e− 0−

h x4
16

i√e
1

=
e2

16
+
1

16

(4)

Z e

1

log x dx =

Z e

1

1× log x dx

=
h
x log x

ie
1
−
Z e

1

1 dx

= e− 0−
h
x
ie
1
= 1

< 34ページ.定積分の部分積分法 3 >

問の解答

(1)

Z π

0

x2 sinπ dx =
h
x2(− cosx)

iπ
0
−
Z π

0

2x(− cosx) dx

= −π2 cosπ − 0 +
h
2x sinx

iπ
0
−
Z π

0

2 sin x dx

= π2 + 2π sinπ − 0 +
h
2 cosx

iπ
0
= π2 − 4

(2)

Z π
2

0

x2 cos x dx =
h
x2 sinx

iπ
2

0
−
Z π

2

0

2x sinx dx

=
π2

4
− 0 +

h
2x cosx

i π
2

0
−
Z π

2

0

2 cosx dx

=
π2

4
+ π cos (

π

2
)− 0 +

h
2 sin x

iπ
2

0
=
π2

4
− 2

(3)

Z π

−π
x2 sin (2π) dx =

h
x2
³
−cos (2x)

2

´iπ
−π
−
Z π

−π
2x×

³
− cos (2x)

2

´
dx

= −π
2

2
cos (2π) +

π

2
cos (−2π) +

Z π

−π
x cos (2x) dx

=
h
x× sin (2x)

2

iπ
−π
−
Z π

−π

sin (2x)

2
dx

=
π

2
sin (2π) +

π

2
sin (−2π) +

hcos (2x)
4

iπ
−π

=
cos (2π)

4
− cos (−2π)

4
= 0

< 35ページ.定積分の練習 1 >

問の解答

(1)
h
x
i3
−1
= 4

(2)
h
log |x|

i√e
1
=
1

2

(3)
h 3
4
x
4
3

i1
0
=
3

4

(4)
h
−3 cosx− 4 sin x

iπ
0
= 6

(5)
h
3x− 4 log |x|− 1

x

i2
1
=
7

2
− 4 log 2

(6)
h
2
√
x
i9
1
= 4

(7)
h
tanx

i π
4

−π
3

= 1 +
√
3

(8)
h 1
3
log |3x+ 1|

i2
0
=
1

3
log 7

(9)

"
1

2
log

¯̄̄̄
x− 1
x+ 1

¯̄̄̄ #3
2

=
1

2
log

³ 3
2

´

(10)

Z π

0

1

2

n
sin (3x) + sinx

o
dx

=
h
−1
6
cos (3x)− 1

2
cosx

iπ
0
=
4

3

(11)

Z π
2

0

n 1

2
− 1
2
cos (2x)

o
dx

=
h 1
2
x− 1

4
sin (2x)

iπ
2

0
=
π

4

(12)

Z π
4

−π
4

n 1

2
+
1

2
cos (4x)

o
dx

=
h 1
2
x+

1

8
sin (4x)

iπ
4

−π
4

=
π

4

(13)
h 1
3
e3x−1

i2
−2
=
1

3
e5 − 1

3
e−7

(14)
h
−1
2
e−x

2
i1
−1
= 0
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< 解答 36 ～ 40 >

< 36ページ.定積分の練習 2 >

問の解答

(1)

Z 4

1

1

u5
× 1

3
du =

h
− 1

12
u−4

i4
1
=

85

1024

(u = 3x+ 1とおく)

(2)

Z 49

4

√
u× 1

5
du =

h 2

15
u
3
2

i49
4
=
134

3

(u = 5x− 1とおく)

(3)

Z 2

1

1

u4
× 1

3
du =

h
−1
9
u−3

i2
1
=
7

72

(u = x3 + 1とおく)

(4)

Z 2

1

3

u
× 1

2
du =

h 3
2
log |u|

i2
1
=
3

2
log 2

(u = x2 + 1とおく)

(5)
h
x sinx

iπ
2

0
−
Z π

2

0

sinx dx

=
π

2
sin

π

2
− 0 +

h
cos x

iπ
2

0
=
π

2
− 1

(6)
h
x(− cosx)

iπ
0
−
Z π

0

(− cosx) dx

= π cosπ − 0 +
h
sinx

iπ
0
= π

(7)
h
x log x

ie2
e
−
Z e2

e

1 dx

= e2 log e2 − e log e−
h
x
ie2
e
= e2

(8)
h
xex

i1
−1
−
Z 1

−1
ex dx = e1 − e−1 −

h
ex
i1
−1
= 2e−1 =

2

e

(9)
h
x2 sinx

iπ
0
−
Z π

0

2x sinx dx

= π2 sinπ − 0 +
h
2x cos x

iπ
0
−
Z π

0

2 cosx dx

= 2π cosπ − 0−
h
2 sin x

iπ
0
= −2π

< 37ページ.和の極限値 >

問の解答

(1) lim
n→∞

nX
k=1

³ k
n

´2
× 1

n
= lim

n→∞

³ nX
k=1

k2
´ 1

n3

= lim
n→∞

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
× 1

n3

= lim
n→∞

1

6

³
1 +

1

n

´³
2 +

1

n

´
=

1

3

(2) lim
n→∞

nX
k=1

³ k
n

´
× 1

n
= lim

n→∞

³ nX
k=1

k
´ 1

n2

= lim
n→∞

n(n+ 1)

2
× 1

n2
= lim

n→∞
1

2

³
1 +

1

n

´
=

1

2

(3) lim
n→∞

nX
k=1

³ k
n

´3
× 1

n
= lim

n→∞

³ nX
k=1

k3
´ 1

n4

= lim
n→∞

n2(n+ 1)2

4
× 1

n4
= lim

n→∞
1

4

³
1 +

1

n

´2
=

1

4

< 39ページ.面積 2 >

問の解答

(1)

Z 1

0

exdx =
h
ex
i1
0
= e− 1

(2)

Z 9

1

√
x dx =

h 2

3
x
3
2

i9
1
=

2

3
(27− 1) = 52

3

(3)

Z 2

1

1

x2
dx =

h
− 1

x

i2
1

³
− 1

2
− (−1)

´
=

1

2

(4)

Z 2

1

1

x
dx =

h
log | x |

i2
1
= log 2− log 1 = log 2

< 40ページ.面積 3 >

問 1の解答

S =

Z b

a

©
0− g(x)

ª
dx = −

Z b

a

g(x)dx

問 2の解答

S =

Z 5
4
π

π
4

(sinx− cosx)dx =
h
− cosx− sinx

i 5
4
π

π
4

= 2
√
2

問 3の解答

(1)

Z 1

0

¡√
x − x2

¢
dx =

∙
2

3
x
3
2 − x3

3

¸1
0

=
1

3

(2)

Z 4

1

µ
− 1
4
x+

5

4
− 1

x

¶
dx =

∙
− x2

8
+
5

4
x− log |x|

¸4
1

=
15

8
− log 4
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< 解答 41 ～ 46 >

< 41ページ.面積 4 >

問 1の解答

求める面積を S とおくと

S/4 =

Z a

0

p
a2 − x2 dx =

Z π
2

0

a2 cos2 θ dθ

(x = a sin θ とおく)

=

Z π
2

0

½
a2

2
+
a2

2
cos(2θ)

¾
dθ =

∙
a2

2
θ +

a2

4
sin(2θ)

¸π
2

0

=
π

4
a2

よって S =
³π
4
a2
´
× 4 = πa2 (答) S = πa2

問 2の解答

S =

Z 1

0

p
4− x2 dx (x = 2 sin θ とおく)

=

Z π
6

0

p
4− 4 sin2 θ 2 cos θ dθ =

Z π
6

0

4 cos2 θ dθ

=

Z π
6

0

½
2 + 2 cos(2θ)

¾
dθ =

∙
2θ + sin(2θ)

¸π
6

0

=
π

3
+

√
3

2

< 42ページ.偶関数・奇関数の定積分 >

問の解答

(1)

Z 1

−1

¡
x3 + x4 + x5

¢
dx = 2

Z 1

0

x4 dx = 2

∙
x5

5

¸1
0

=
2

5

(2)

Z 1

−1

¡
x+ x3 + x6

¢
dx = 2

Z 1

0

x6 dx = 2

∙
x7

7

¸1
0

=
2

7

(3)

Z π
2

−π
2

(sinx+ cosx) dx = 2

Z π
2

0

cosx dx = 2
£
sinx

¤π
2
0
= 2

(4)

Z π
4

−π
4

µ
1

cos2 x
+ tanx

¶
dx = 2

Z π
4

0

1

cos2 x
dx

= 2
£
tanx

¤π
4

0
= 2

< 43ページ.体積 1 >

問の解答

V = lim
n→∞

Vn = lim
n→∞

52 × 7
12

µ
1 +

1

n

¶µ
2 +

1

n

¶

=
52 × 7
12

× 2

=
175

6

< 44ページ.体積 2 >

問の解答

f(x) :
1

2
× 3× 4 = x2 : 62

f(x) =
1

6
x2

V =

Z 6

0

f(x) dx =

Z 6

0

1

6
x2 dx =

∙
1

18
x3
¸6
0

=
63

18
= 12

< 45ページ.体積 3 >

問の解答

(1) A0C0 =
ax

h
, B0C0 =

bx

h

(2) S(x) =
1

2
A0C0 × B0C0 = abx2

2h2

(3) V =

Z h

0

S(x)dx =

Z h

0

abx2

2h2
dx =

∙
abx3

6h2

¸h
0

=
abh

6

< 46ページ.体積 4 >

問 1の解答

S(x) =
³ x
2

´2
V =

Z 4

0

S(x) dx =

Z 4

0

x2

4
dx =

∙
x3

12

¸4
0

=
43

12
=
16

3

問 2の解答

(1) S(x) =
³ ax
h

´
×
³ bx
h

´
=
abx2

h2

V =

Z h

0

S(x) dx =

Z h

0

abx2

h2
dx =

∙
abx3

3h2

¸h
0

=
abh

3

(2) S = ab より

S(x)

S
=

abx2

h2

ab
=
x2

h2

問 3の解答

(1) S(x) = π ×
³ rx
h

´2
=

πr2x2

h2

(2) V =

Z h

0

S(x) dx =

Z h

0

πr2x2

h2
dx =

∙
πr2x3

3h2

¸h
0

=
πr2h

3

(3) S = πr2 より

S(x)

S
=

πr2x2

h2

πr2
=
x2

h2
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< 解答 47 ～ 51 >

< 47ページ.体積 5 >

問 1の解答

(1) S(x) = π
©
f(x)

ª2
(2) V =

Z b

a

π
©
f(x)

ª2
dx

問 2の解答

V =

Z h

0

π
³ r
h
x
´2
dx =

Z h

0

πr2x2

h2
dx =

∙
πr2x3

3h2

¸h
0

=
πr2h

3

問 3の解答

V =

Z r

−r
π
np

r2 − x2
o2

dx

=

Z r

−r
π(r2 − x2) dx =

h
πr2x− π

3
x3
ir
−r

=
³
πr3 − π

3
r3
´
−
³
−πr3 + π

3
r3
´
=
4

3
πr3

< 48ページ.体積 6 >

問 1の解答

(1) S(x) = S (2) V =

Z h

0

S(x) dx = Sh

問 2の解答

(1) S(x) =
x2

h2
S

(2) V =

Z h

0

S(x) dx =

Z h

0

Sx2

h2
dx =

∙
Sx3

3h2

¸h
0

=
1

3
Sh

< 49ページ.積もる方向 >

問 1の解答

半径 r の円に正 n角形が外接しているとする。

正 n角形は次の 2等辺三角形OPP’が n個集まったものである。

ここで θ =
2π

2n
=

π

n
(ラジアン)である。

4OPP’の面積を s(r)とすると

s(r) = r2 tan θ

である。

正 n角形の面積を S(r) ,周の長さを `(r)とすると

S(r) = ns(r) = nr2 tan θ

`(r) = n× PP’ = n× 2r tan θ = 2nr tan θ

よって

Z r

0

`(r)dr =

Z r

0

2nr tan θdr = nr2 tan θ = S(r)

が成立する。

問 2の解答

半径 rの球に外接する立方体の体積は V (r) = (2r)3 = 8r3

表面積は S(r) = 6× (2r)2 = 24r2 である。よってZ r

0

S(r)dr =

Z r

0

24r2dr = 8r3 = V (r)

が成立する。

< 50ページ.直線上の運動 >

問の解答

(1)

Z 3

1

(2− t)dt =
∙
2t− t2

2

¸3
1

=

µ
6− 9

2

¶
−
µ
2− 1

2

¶
= 0

(2)

Z 3

1

|2− t|dt =
Z 2

1

|2− t|dt+
Z 3

2

|2− t|dt

=

Z 2

1

(2− t)dt+
Z 3

2

(t− 2)dt

=

∙
2t− t2

2

¸2
1

+

∙
t2

2
− 2t

¸3
2

=

µ
4− 4

2

¶
−
µ
2− 1

2

¶
+

µ
9

2
− 6

¶
−
µ
4

2
− 4

¶

= 1

< 51ページ.平面上の運動 >

問の解答

(1) x00(t) = 0 より x0(t) =

Z
x00(t)dt = C (定数)

初期速度の条件より x0(0) = 3 よって C = 3 ⇒ x0(t) = 3

y00(t) = 5 より y0(t) =

Z
y00(t)dt = 5t+ C

初期速度の条件より y0(0) = 4 ⇒ C = 4 ⇒ y0(t) = 5t+ 4

よって時刻 tにおける速度は v(t) = (3 , 5t+ 4) であり ,

速さは | v(t) | =
p
32 + (5t+ 4)2 =

√
25t2 + 40t+ 25

(2) x(t) =

Z
x0(t)dt =

Z
3t+ C

初期位置の条件より x(0) = 1 ⇒ C = 1 ⇒ x(t) = 3t+ 1

y(t) =

Z
y0(t)dt =

Z
(5t+ 4)dt =

5

2
t2 + 4t+ C

初期位置の条件より

y(0) = 2 ⇒ C = 2 ⇒ y(t) =
5

2
t2 + 4t+ 2

よって時刻 tにおける位置は ,³
x(t) , y(t)

´
=
³
3t+ 1 ,

5

2
t2 + 4t+ 2

´
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< 解答 52 ～ 55 >

< 52ページ.放物運動 >

問 1の解答

x00(t) = 0 , x0(0) = v0 cos θ , x(0) = 0 より

x0(t) = v0 cos θ (m/s)

x(t) = (v0 cos θ)t (m)

問 2の解答

y00(t) = −9.8 , y0(0) = v0 sin θ , y(0) = 0 より

y0(t) = −9.8t+ v0 sin θ (m/s)

y(t) = −4.9t2 + (v0 sin θ)t (m)

問 3の解答

t秒後に地上に落ちたとすると y(t) = 0 より

−4.9t2 + (v0 sin θ)t = 0 ⇒ t = 0 ,
v0 sin θ

4.9

よって
v0 sin θ

4.9
秒後に落ちる。 その時の水平距離は

x
³ v0 sin θ

4.9

´
= (v0 cos θ)× v0 sin θ

4.9

=
v0
2

4.9
sin θ cos θ (m) である。

問 4の解答

水平距離 =
v0
2

4.9
sin θ cos θ =

v0
2

9.8
sin(2θ) であり ,

0◦ 5 θ 5 90◦ の範囲で sin(2θ) が最大なのは

θ = 45◦ の時である。

(答) θ = 45◦ のとき

< 54ページ.道のり 2 >

問 1の解答

(1)
¡
x(t) , y(t)

¢
=
¡
sin t , 0

¢
(2)

Z π

0

|v(t)| dt=
Z π

0

| cos t| dt

=

Z π
2

0

cos t dt+

Z π

π
2

(− cos t) dt

=
h
sin t

iπ
2

0
+
h
− sin t

iπ
π
2

= 2

問 2の解答

(1)
¡
x(t) , y(t)

¢
=
¡
cos t , sin t

¢
(2)

Z 2π

0

|v(t)| dt=
Z 2π

0

p
(− sin t)2 + (cos t)2 dt

=

Z 2π

0

1 dt = 2π

< 55ページ.道のり 3 >

問の解答

(1)
³ dx
dt

´2
+
³ dy
dt

´2
= (−e−t cos t− e−t sin t)2 + (−e−t sin t+ e−t cos t)2

= (e−t)2{2 cos2 t+ 2 sin2 t} = 2(e−t)2

`=

Z 2π

0

r³ dx
dt

´2
+
³ dy
dt

´2
dt =

Z 2π

0

p
2(e−t)2 dt

=

Z 2π

0

√
2e−t dt =

h
−
√
2e−t

i2π
0

= −
√
2e−2π +

√
2e0 =

√
2
³
1− 1

e2π

´
(2)

³ dx
dt

´2
+
³ dy
dt

´2
= (−3 sin t cos2 t)2 + (3 cos t sin2 t)2

= 9 sin2 t cos2 t{cos2 t+ sin2 t}
= 9 sin2 t cos2 t

`=

Z π
2

0

r³ dx
dt

´2
+
³ dy
dt

´2
dt =

Z π
2

0

3| sin t cos t| dt

=

Z π
2

0

3

2
sin 2t dt =

h
− 3
4
cos 2t

i π
2

0

= − 3
4
cos π +

3

4
cos 0 =

3

2
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< 解答 56 ～ 57 >

< 56ページ.定積分の応用問題 1 >

問 1の解答

(1)

Z 1

−1
(x+ x2 + x3 + x4 + x5)dx = 2

Z 1

0

(x2 + x4)dx

= 2
h x3
3
+
x5

5

i1
0
= 2

³ 1
3
+
1

5

´
=

16

15

(2)

Z π
4

−π
4

³
sinx+ cosx+ tanx+

1

cos2 x

´
dx

= 2

Z π
4

0

³
cosx+

1

cos2 x

´
dx = 2

h
sinx+ tanx

i π
4

0

= 2
³√2
2
+ 1− 0

´
=
√
2 + 2

問 2の解答

(1)

Z 4

1

1√
x
dx =

h
2
√
x
i4
1
= 2
√
4 − 2

√
1 = 2

(2)

Z 0

−1
(x3 − x)dx+

Z 1

0

(x− x3)dx

=
h x4
4
− x

2

2

i0
−1
+
h x2
2
− x

4

4

i1
0

= 0−
³ 1
4
− 1

2

´
+
³ 1
2
− 1

4

´
− 0 = 1

2

(3)

Z 1

0

(
√
x − x4)dx =

h 2

3
x
3
2 − x

5

5

i1
0
=

2

3
− 1

5
=

7

15

(4)

Z e

1

log xdx =
h
x log x

ie
1
−
Z e

1

x× 1

x
dx

= e log e− 1 log 1−
£
x
¤e
1
= e− (e− 1) = 1

< 57ページ.定積分の応用問題 2 >

問 1の解答

(1) y =
b

a

p
a2 + x2

(2)
S

4
=

Z a

0

b

a

p
a2 − x2dx = b

a

Z a

0

p
a2 − x2dx

(3) x = a sin θ とおくと

dx

dθ
= a cos θ より dx = a cos θdθ

積分範囲は
x 0 → a

θ 0 → π
2

より

Z a

0

p
a2 − x2 dx =

Z π
2

0

p
a2 − a2 sin2 θ a cos θdθ

=

Z π
2

0

a2 cos2 θdθ = a2
Z π

2

0

1 + cos(2θ)

2
dθ

=
a2

2

h
θ +

1

2
sin(2θ)

iπ
2

0
=

a2

4
π

S

4
=

b

a

Z a

0

p
a2 − x2 dx = b

a
× a2

4
π

=
ab

4
π ⇒ S = πab

問 2の解答

(1)

Z a

−a
π
³ b
a

p
a2 − x2

´2
dx = 2π

b2

a2

Z a

0

(a2 − x2)dx

= 2π
b2

a2

h
a2x− x

3

3

ia
0
= 2π

b2

a2
× 2a3

3
=

4π

3
ab2

(2)

Z r cos θ

0

π(tan2 θ)x2dx+

Z r

r cos θ

π
¡p

r2 − x2
¢2
dx

=
³
π tan2 θ

´h x3

3

ir cos θ
0

+ π
h
r2x− x3

3

ir
r cos θ

= π tan2 θ × r3 cos3 θ

3
+ π

n 2r3

3
− r3 cos θ + r3 cos3 θ

3

o
=

2

3
πr3(1− cos θ)
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< 解答 58 >

< 58ページ.定積分の応用問題 3 >

問 1の解答

(1)
³
x(t) , y(t)

´
= ( 1− cos t , 0 )

(2)

Z 2π

0

|v(t)| dt =
Z 2π

0

| sin t| dt =
Z π

0

sin t dt+

Z 2π

π

(− sin t) dt

=
h
− cos t

iπ
0
+
h
cos t

i2π
π

= − cosπ + cos 0 + cos 2π − cosπ = 4

問 2の解答

(1)
³
x(t) , y(t)

´
=
³
t ,

2

3
t
√
t
´

(2)

Z 1

0

|v(t)| dt =
Z 1

0

√
1 + t dt =

∙
2

3
(1 + t)

√
1 + t

¸1
0

=
2

3
(2
√
2− 1) = 4

√
2

3
− 2

3

問 3の解答

(1) `=

Z 1

0

r³ dx
dt

´2
+
³ dy
dt

´2
dt =

Z 1

0

p
(6t2)2 + (6t)2 dt

=

Z 1

0

6t
p
t2 + 1 dt =

h
2(t2 + 1)

3
2

i1
0
= 2× 2 3

2 − 2 = 4
√
2− 2

(2)
³ dx
dt

´2
+
³ dy
dt

´2
= (1− cos t)2 + (sin t)2 = 1− 2 cos t+ cos2 t+ sin2 t

= 2− 2 cos t = 4 sin2 ( t
2
)

`=

Z 2π

0

r³ dx
dt

´2
+
³ dy
dt

´2
dt =

Z 2π

0

r
4 sin2 (

t

2
) dt

=

Z 2π

0

2 sin (
t

2
) dt =

h
−4 cos ( t

2
)
i2π
0
= −4 cos π + 4 cos 0 = 8
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