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「線形代数入門」の解答 − 1 −

P.4 問の解答

(j)
2の左辺=

X
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · caσ(j)j · · · aσ(n)n

= c
X
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(j)j · · · aσ(n)n = 2の右辺

P.5 問の解答 性質 1， 2， 4より

(i) (j) (i) (j)

5の左辺=

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
a11 · · · a1i · · · a1j · · · a1n
...

...
...

...

an1 · · · ani · · · anj · · · ann

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯+c

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
a11 · · · a1j · · · a1j · · · a1n
...

...
...

...

an1 · · · anj · · · anj · · · ann

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯| {z }

k
0

= 5の右辺

P.6 問1の解答¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
3 1 2

0 2 3

0 0 4

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ = 3×

¯̄̄̄
¯̄ 2 3

0 4

¯̄̄̄
¯̄ = 3× 2× |4| = 3× 2× 4 = 24

問2の解答¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄
a11 a12 a13 · · · a1n

0 a22 a23 · · · a2n

0 0 a33 · · · a3n

.

..
. . .

. . .
.
..

0 0 · · · 0 ann

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄ = a11 × a22 × a33 × · · · × ann

P.8 問の解答¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄
2 0 0 1

0 1 1 2

5 0 3 −1
0 0 0 4

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄ = 2×

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 1 2

0 3 −1
0 0 4

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯+ 5

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
0 0 1

1 1 2

0 0 4

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ = 2× 1× 3× 4 + 5× 0 = 24



「線形代数入門」の解答 − 2 −

P.9 問1の解答

行列式の性質 6と列展開より¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

a4 b4 c4 d4

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4

c1 c2 c3 c4

d1 d2 d3 d4

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

= a1

¯̄̄̄
¯̄̄ b2 b3 b4

c2 c3 c4

d2 d3 d4

¯̄̄̄
¯̄̄− b1

¯̄̄̄
¯̄̄ a2 a3 a4

c2 c3 c4

d2 d3 d4

¯̄̄̄
¯̄̄+ c1

¯̄̄̄
¯̄̄ a2 a3 a4

b2 b3 b4

d2 d3 d4

¯̄̄̄
¯̄̄− d1

¯̄̄̄
¯̄̄ a2 a3 a4

b2 b3 b4

c2 c3 c4

¯̄̄̄
¯̄̄

= a1

¯̄̄̄
¯̄̄ b2 c2 d2

b3 c3 d3

b4 c4 d4

¯̄̄̄
¯̄̄− b1

¯̄̄̄
¯̄̄ a2 c2 d2

a3 c3 d3

a4 c4 d4

¯̄̄̄
¯̄̄+ c1

¯̄̄̄
¯̄̄ a2 b2 d2

a3 b3 d3

a4 b4 d4

¯̄̄̄
¯̄̄− d1

¯̄̄̄
¯̄̄ a2 b2 c2

a3 b3 c3

a4 b4 c4

¯̄̄̄
¯̄̄

問2の解答¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 2 0 0

1 1 2 3

2 2 3 4

1 2 3 4

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ = 1×

¯̄̄̄
¯̄̄ 1 2 3

2 3 4

2 3 4

¯̄̄̄
¯̄̄−2×

¯̄̄̄
¯̄̄ 1 2 3

2 3 4

1 3 4

¯̄̄̄
¯̄̄ = 1×0−2×

¯̄̄̄
¯̄̄ 1 2 3

0 −1 −2
0 1 1

¯̄̄̄
¯̄̄

= −2× 1×
¯̄̄̄
¯ −1 2

1 1

¯̄̄̄
¯ = −2

問3の解答¯̄̄̄
¯̄̄ a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

¯̄̄̄
¯̄̄ =

¯̄̄̄
¯̄̄ a1 b1 c1

0 b2 c2

0 b3 c3

¯̄̄̄
¯̄̄+

¯̄̄̄
¯̄̄ 0 b1 c1

a2 b2 c2

0 b3 c3

¯̄̄̄
¯̄̄+

¯̄̄̄
¯̄̄ 0 b1 c1

0 b2 c2

a3 b3 c3

¯̄̄̄
¯̄̄

= a1

¯̄̄̄
¯ b2 c2

b3 c3

¯̄̄̄
¯− a2

¯̄̄̄
¯ b1 c1

b3 c3

¯̄̄̄
¯+ a3

¯̄̄̄
¯ b1 c1

b2 c2

¯̄̄̄
¯

P.10 問1の解答

(1)

¯̄̄̄
¯ 23 115

37 185

¯̄̄̄
¯ =

¯̄̄̄
¯ 23 0

37 0

¯̄̄̄
¯ = 0

(2)

¯̄̄̄
¯ 47 53

142 161

¯̄̄̄
¯ =

¯̄̄̄
¯ 47 53

1 2

¯̄̄̄
¯ = 94− 53 = 41
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P.10 問2の解答

(1)

¯̄̄̄
¯̄̄ 1 0 0

5 3 1

7 −1 2

¯̄̄̄
¯̄̄ = 1×

¯̄̄̄
¯̄ 3 1

−7 2

¯̄̄̄
¯̄ = 7 (2)

¯̄̄̄
¯̄̄ 0 2 0

3 4 −1
1 0 2

¯̄̄̄
¯̄̄ = −2×

¯̄̄̄
¯̄ 3 −1
1 2

¯̄̄̄
¯̄ = −14

(3)

¯̄̄̄
¯̄̄ 1 0 3

1 −1 2

3 1 −1

¯̄̄̄
¯̄̄ = 1×

¯̄̄̄
¯̄ −1 2

1 −1

¯̄̄̄
¯̄+ 3×

¯̄̄̄
¯̄ 1 −1
3 1

¯̄̄̄
¯̄ = −1 + 3(1 + 3) = 11

(4)

¯̄̄̄
¯̄̄ 1 2 3

0 1 −2
−1 4 −1

¯̄̄̄
¯̄̄ = 1×

¯̄̄̄
¯̄ 1 −2
4 −1

¯̄̄̄
¯̄+ (−1)×

¯̄̄̄
¯̄ 2 3

1 −2

¯̄̄̄
¯̄ = 7 + 7 = 14

P.11 問1の解答

(1)

¯̄̄̄
¯̄̄ 1 5 7

2 10 15

3 16 24

¯̄̄̄
¯̄̄ =

¯̄̄̄
¯̄̄ 1 0 0

2 0 1

3 1 3

¯̄̄̄
¯̄̄ = 1× ¯̄̄̄¯ 0 1

1 3

¯̄̄̄
¯ = −1

(2)

¯̄̄̄
¯̄̄ 23 10 32

2 1 3

50 23 70

¯̄̄̄
¯̄̄ =

¯̄̄̄
¯̄̄ 3 0 2

2 1 3

0 −2 −5

¯̄̄̄
¯̄̄ = 3× ¯̄̄̄¯ 1 3

−2 −5

¯̄̄̄
¯+ 2×

¯̄̄̄
¯ 2 1

0 −2

¯̄̄̄
¯ = −5

問2の解答

(1)

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 2 0 0

1 1 2 3

2 2 3 4

1 2 3 4

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 0 0 0

1 −1 2 3

2 −2 3 4

1 0 3 4

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ = 1×

¯̄̄̄
¯̄̄ −1 2 3

−2 3 4

0 3 4

¯̄̄̄
¯̄̄ = −1× ¯̄̄̄¯ 3 4

3 4

¯̄̄̄
¯− (−2)×

¯̄̄̄
¯ 2 3

3 4

¯̄̄̄
¯ = −2

(2)

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 2 3 4

0 1 2 3

0 4 −1 7

2 3 4 5

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 2 3 4

0 1 2 3

0 4 −1 7

0 −1 −2 −3

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ = −

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 2 3 4

0 1 2 3

0 4 −1 7

0 1 2 3

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ = 0



「線形代数入門」の解答 − 4 −

P.12 問の解答

(1)

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 5 6 7

0 2 8 9

0 0 3 10

0 0 0 4

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ = 1× 2× 3× 4 = 24 (2)

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 1 1 1

2 3 4 5

5 5 5 5

4 5 4 5

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ = 5

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 1 1 1

2 3 4 5

1 1 1 1

4 5 4 5

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ = 0

(3)

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
2 4 −1 1

3 0 0 2

3 2 1 3

4 1 2 4

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 4 −1 1

1 0 0 2

0 2 1 3

0 1 2 4

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 0 0 0

1 −4 1 1

0 2 1 3

0 1 2 4

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ =

¯̄̄̄
¯̄̄ −4 1 1

2 1 3

1 2 4

¯̄̄̄
¯̄̄ =

¯̄̄̄
¯̄̄ 0 1 0

6 1 2

9 2 2

¯̄̄̄
¯̄̄

= −1×
¯̄̄̄
¯ 6 2

9 2

¯̄̄̄
¯ = −(12− 18) = 6

(4)

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄
0 1 0 2 1

0 3 0 4 1

3 0 1 1 1

4 0 2 −1 2

5 0 3 1 3

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄ =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄
0 1 0 2 1

0 3 0 4 1

2 0 1 1 0

2 0 2 −1 0

2 0 3 1 0

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄ =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄
0 0 0 0 1

0 2 0 2 1

2 0 1 1 0

2 0 2 −1 0

2 0 3 1 0

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄ = 1×

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
0 2 0 2

2 0 1 1

2 0 2 −1
2 0 3 1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

= 2×

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
0 2 0 0

1 0 1 1

1 0 2 −1
1 0 3 1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ = 2× (−2)×

¯̄̄̄
¯̄̄ 1 1 1

1 2 −1
1 3 1

¯̄̄̄
¯̄̄ = −4×

¯̄̄̄
¯̄̄ 1 0 0

1 1 −2
1 2 0

¯̄̄̄
¯̄̄ = −16

(5)

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄ = −

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄
1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄ = −

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ = 1

P.13 問の解答

x =
1

D

¯̄̄̄
¯̄̄̄ d1 b1 c1

d2 b2 c2

d3 b3 c3

¯̄̄̄
¯̄̄̄ , y =

1

D

¯̄̄̄
¯̄̄̄ a1 d1 c1

a2 d2 c2

a3 d3 c3

¯̄̄̄
¯̄̄̄ , z =

1

D

¯̄̄̄
¯̄̄̄ a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

¯̄̄̄
¯̄̄̄
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P.17 問の解答

(1) u1 =

Ã
1
2
3

!
，u2 =

Ã
1
3
5

!
，u3 =

Ã
2
7
12

!

(∗) c1u1 + c2u2 + c3u3 = 0

とおくと，(∗)は次の連立方程式

(∗)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
c1 + c2 + 2c3 = 0

2c1 + 3c2 + 7c3 = 0

3c1 + 5c2 + 12c3 = 0

と同じ。これを基本変形によって解く。

①
0
より c1 − c3 = 0

②
0
より c2 + 3c3 = 0

(∗)の解は c1 = t , c2 = −3t , c3 = t
(tは任意の定数)

と表される。従って全ては 0でない (∗)の
解 c1, c2, c3 が存在するので，u1 u2 u3 は

1次従属である。

(2) u1 =

Ã
1
3
6

!
，u2 =

Ã
2
1
7

!
，u3 =

Ã
4
5
15

!

(∗) c1u1 + c2u2 + c3u3 = 0

とおくと，(∗)は次の連立方程式

(∗)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
c1 + 2c2 + 4c3 = 0

3c1 + c2 + 5c3 = 0

6c1 + 7c2 + 15c3 = 0

と同じ。これを基本変形によって解く。

①
00
より c1 = 0 , ②

000
より c2 = 0

③
000
より c3 = 0よって (∗)の解は

c1 = c2 = c3 = 0

だけである。従ってu1,u2,u3は 1次独立

である。
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P.20 問1の解答

S = |a| × |b| × sin θ

問2の解答

S2 = |a|2|b|2 sin2 θ = |a|2|b|2(1− cos2 θ) = |a|2|b|2 − (a · b)2

問3の解答

S2 = |a|2|b|2 − (a · b)2 = (a21 + a22 + a23)(b21 + b22 + b23)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)2

= a21b
2
1 + a

2
1b
2
2 + a

2
1b
2
3 + a

2
2b
2
1 + a

2
2b
2
2 + a

2
2b
2
3 + a

2
3b
2
1 + a

2
3b
2
2 + a

2
3b
2
3

−
¡
a21b

2
1 + a

2
2b
2
2 + a

2
3b
2
3 + 2a1a2b1b2 + 2a2a3b2b3 + 2a1a3b1b3

¢
=
¡
a22b

2
3 − 2a2b3a3b2 + a23b22

¢
+
¡
a23b

2
1 − 2a3b1a1b3 + a21b23

¢
+
¡
a21b

2
2 − 2a1b2a2b1 + a22b21

¢
= (a2b3 − a3b2)2 + (a3b1 − a1b3)2 + (a1b2 − a2b1)2

P.21 問1の解答

a× b =

⎛⎜⎜⎜⎝
−3
6

−3

⎞⎟⎟⎟⎠ , a · b = 32

問2の解答

(a× b) · b =

⎛⎜⎜⎜⎝
a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎜⎝
b1

b2

b3

⎞⎟⎟⎟⎠
= a2b1b3 − a3b1b2 + a3b1b2 − a1b2b3 + a1b2b3 − a2b1b3 = 0

内積が 0になるので a× bと b は直交している。

P.22 問の解答

a× b =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

3

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , b× a =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

−3
0

⎞⎟⎟⎟⎠

P.25 問の解答

a, b, c が同一平面上にある⇐⇒ a× b× cの作る平行六面体の体積= 0⇐⇒ D = 0

より (答) D = 0
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P.26 問1の解答

a , b , cが一次従属であれば 1つのベクトルが他の 2つのベクトルの 1次結合として

表される。たとえば

c = xa+ yb (x, y ∈ R)

とおく。このとき a , b , cは同一平面上にあることを示す。

① (aと bが平行であるとき)

b = ka (k ∈ R)と表されるので c = (x + ky)aより

a , b , cは平行だから，同一平面上にある。

② (aと bが平行でないとき) a× b 6= 0であり，

(a×b)·c = (a×b)·(xa+yb) = x(a×b)·a+y(a×b)·b = 0
よってa× bと cは直交している。a× bはa , bのつく

る平面と直交しているので cは a , bのつくる平面上に

あることがわかる。

問2の解答

D =

¯̄̄̄
¯̄̄ a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

¯̄̄̄
¯̄̄ とおく。問 1と前のページ問の結果より，

a , b , cが 1次従属⇐⇒ a , b , c は同一平面上にある⇐⇒ D = 0

すなわち 1次従属になる必要十分条件はD = 0。

問3の解答

a1 , a2 , a3 が 1次独立であればD =

¯̄̄̄
¯̄̄ a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

¯̄̄̄
¯̄̄ 6= 0 である。

(∗) c1a1 + c2a2 + c3a3 = b とおくと，クラーメルの公式より

c1 =
1
D

¯̄̄̄
¯̄̄ b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

¯̄̄̄
¯̄̄ , c2 = 1

D

¯̄̄̄
¯̄̄ a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

¯̄̄̄
¯̄̄ , c3 = 1

D

¯̄̄̄
¯̄̄ a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

¯̄̄̄
¯̄̄ となる。

これは b = c1a1 + c2a2 + c3a3 と表されることを意味する。

問4の解答

① a1 , a2 , a3 が 1次独立のとき a4は a1 , a2 , a3 の 1次結合で表される。

② a1 , a2 , a3 が 1次従属のとき a1 , a2 , a3 , a4 は 1次従属である。
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P.27 問1の解答

連立方程式

(1) x1a1 + x2a2 + x4a4 = 0 (ゼロベクトル)

の解 x1 , x2 , x4は

(2) x1b1 + x2b2 + x4b4 = 0 (ゼロベクトル)

の解でもある。逆に (2)の解 x1 , x2 , x4は (1)の解でもある。今 b1 , b2 , b4が 1次独

立だから x1 = x2 = x4 = 0である。これは (1)式の解が自明な解 (x1 = x2 = x4 = 0)し

かないことを意味する。すなわち a1 , a2 , a4 は 1次独立である。

問2の解答

(∗) x1a1 + x2a2 + x3a3 + x4a4 = 0

とおき，右のように基本変形によって

(∗)0 x1b1 + x2b2 + x3b3 + x4b4 = 0

の形にすると

b1 =

⎛⎜⎜⎝ 1
0
0
0

⎞⎟⎟⎠，b2 =
⎛⎜⎜⎝ 0
1
0
0

⎞⎟⎟⎠，b3 =
⎛⎜⎜⎝ 3
−1
0
0

⎞⎟⎟⎠，b4 =
⎛⎜⎜⎝ 0
0
1
0

⎞⎟⎟⎠
と書けるので，(∗)0の解として

(∗∗) x1 = −3, x2 = 1, x3 = 1, x4 = 0

が存在する。(∗∗) は (∗) の解でもあるので

a1 , a2 , a3 , a4は 1次従属であり，

−3a1 + a2 + a3 = 0

よりa3 = 3a1 − a2 と表される。一方 b1 , b2 , b4 は 1次独立であるから，a1 , a2 , a4

も 1 次独立である。すなわち 1 次独立なベクトルの 最大個数は 3 である。a3 は

3a1 + (−1)a2と表される。
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P.28 問の解答

a1 , a2, · · · ,an(∈ Rn)が 1次独立ならば rank(A) = nであり，Aを簡約した行列を

B = (b1 b2 · · · bn) とおくと b1 , b2, · · · , bn は 1次独立である。従って

b1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
0
0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠，b2 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0
1
0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , · · · , bn =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0
0
...
0
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
となり，Bは単位行列となるので，det(B) = 1である。

P.29 問1の解答

Aを簡約した行列をBとすると，P28問の結果より det(B) = 1

よって det(A) = Kdet(B) = K × 1 = K 6= 0

問2の解答

(∗) x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan = 0 (ゼロベクトル)

とおくと，クラーメルの公式より
(k)

xk =
det(a1 · · ·0 · · ·an)
det(a1 · · ·ak · · ·an)

= 0 (k = 1, 2, · · · , n)

より (∗)は自明な解 (x1 = x2 = · · · = xn = 0)しか持たないので，a1 , a2, · · · ,anは 1

次独立である。

問3の解答

bk の転置行列を tbk =

⎛⎜⎜⎜⎝
bk1
bk2...
bkn

⎞⎟⎟⎟⎠ (∈ Rn)とおくと

c1b1 + c2b2 + · · ·+ cnbn = 0 (∈ Rn)⇔ c1
tb1 + c2

tb2 + · · ·+ cntbn = 0 (∈ Rn)

より列ベクトルの 1次独立性の必要十分条件から

det(tb1
tb2 · · · tbn) =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
b11 b21 · · · bn1

b12 b22 · · · bn2
...

...
...

b1n b2n · · · bnn

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bn1 bn2 · · · bnn

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ 6= 0
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P.32 問の解答⎛⎝ −1 0

0 −1

⎞⎠

P.33 問の解答

(1)

⎛⎝ 1√
2
− 1√

2

1√
2

1√
2

⎞⎠
(3)

⎛⎝ −12 −√32√
3
2
−1
2

⎞⎠
(2)

⎛⎝ 0 −1
1 0

⎞⎠
(4)

⎛⎝ cos θ − sin θ
sin θ cos θ

⎞⎠

P.34 問1の解答

x0 = r(cosα cos θ + sinα sin θ) = x cos θ + y sin θ

y0 = r(sinα cos θ − cosα sin θ) = y cos θ − x sin θ

問2の解答⎛⎝ x0

y0

⎞⎠ =
⎛⎝ cos θ sin θ

− sin θ cos θ

⎞⎠⎛⎝ x

y

⎞⎠ より

⎛⎝ cos θ sin θ

− sin θ cos θ

⎞⎠

問3の解答

A−1 =
1

cos2 θ + sin2 θ

Ã
cos θ −(− sin θ)
− sin θ cos θ

!
=

Ã
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

!

問4の解答Ã
cos(−θ) − sin(−θ)
sin(−θ) cos(−θ)

!
=

Ã
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

!

問5の解答

(1)

⎛⎝ √
3
2

1
2

−1
2

√
3
2

⎞⎠
(3)

⎛⎝ 0 1

−1 0

⎞⎠
(2)

⎛⎝ 1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

⎞⎠
(4)

⎛⎝ −1
2

√
3
2

−
√
3
2
−1
2

⎞⎠
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P.35 問1の解答Ã
x00

y00

!
=

Ã
αa+ βc αb+ βd

γa+ δc γb+ δd

!Ã
x

y

!

問2の解答

AB =

Ã
aα + bγ aβ + bδ

cα+ dγ cβ + dδ

!
, BA =

Ã
αa+ βc αb+ βd

γa+ δc γb+ δd

!

P.36 問1の解答

BA =

Ã
cos β − sinβ
sinβ cos β

!Ã
cosα − sinα
sinα cosα

!

=

Ã
cos β cosα− sinβ sinα − cos β sinα− sin β cosα
sin β cosα+ cos β sinα − sin β sinα + cos β cosα

!

問2の解答Ã
cos(α+ β) − sin(α+ β)

sin(α+ β) cos(α + β)

!

P.37 問の解答Ã
x0

y0

!
= A

Ã
x

y

!
=

Ã
a b

c d

!Ã
x

y

!
=

Ã
ax+ by

cx+ dy

!

A−1
Ã
x0

y0

!
=

1

ad− bc

Ã
d −b
−c a

!Ã
x0

y0

!
=

1

ad− bc

Ã
d −b
−c a

!Ã
ax+ by

cx+ dy

!

=
1

ad− bc

Ã
d(ax+ by)− b(cx+ dy)
−c(ax+ by) + a(cx+ dy)

!
=

1

ad− bc

Ã
(da− bc)x
(−bc+ ad)y

!
=

Ã
x

y

!

P.38 問の解答

A

⎛⎜⎝ 0
0
0

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 0
0
0

⎞⎟⎠ , A
⎛⎜⎝ 1
0
0

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 1
3
5

⎞⎟⎠ , A
⎛⎜⎝ 0
1
0

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 7

9
11

⎞⎟⎠ , A
⎛⎜⎝ 0
0
1

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 13
15
17

⎞⎟⎠ , A
⎛⎜⎝ 1
1
1

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 21
27
33

⎞⎟⎠

より，原点 (0, 0, 0)は原点に，点 (1, 0, 0)は点 (1, 3, 5)，点 (0, 1, 0)は点 (7, 9, 11)に，

点 (0, 0, 1)は点 (13, 15, 17)に，点 (1, 1, 1)は点 (21, 27, 33)に移る。
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P.39 問の解答

(1) x0 = x cos θ − y sin θ
y0 = x sin θ + y cos θ

(2)

⎛⎜⎝ x0

y0

z0

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ x

y

z

⎞⎟⎠
P40. 問1の解答

a0 = a cos θ − b sin θ

b0 = a sin θ + b cos θ

問2の解答

y0 = y cos θ − z sin θ

z0 = y sin θ + z cos θ

問3の解答⎛⎜⎝ x0

y0

z0

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ x

y

z

⎞⎟⎠
P.41 問1の解答

z0 = z cos θ − x sin θ

x0 = z sin θ + x cos θ

問2の解答

x0 = x cos θ + z sin θ

y0 = y

z0 = −x sin θ + z cos θ
問3の解答⎛⎜⎝ x0

y0

z0

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ cos θ 0 sin θ

0 1 0

− sin θ 0 cos θ

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ x

y

z

⎞⎟⎠
P.42 問1の解答⎛⎜⎝ x00

y00

z00

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ cos θ cosϕ − sinϕ sin θ cosϕ

cos θ sinϕ cosϕ sin θ sinϕ

− sin θ 0 cos θ

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ x

y

z

⎞⎟⎠
問2の解答

BA =

⎛⎜⎝ cosϕ cos θ − sinϕ cosϕ sin θ

sinϕ cos θ cosϕ sinϕ sin θ

− sin θ 0 cos θ

⎞⎟⎠
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P.43 問1の解答

(1) tA =

Ã
1 3

2 4

!
(2) tB =

⎛⎜⎝ 1 2 3

4 5 6

7 8 9

⎞⎟⎠
(3) tp = ( p1 p2 p3 ) (4) tr = ( 3 4 )

問2の解答

(1) Ax =

⎛⎜⎝ a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ x

y

z

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎝ a1x+ b1y + c1z

a2x+ b2y + c2z

a3x+ b3y + c3z

⎞⎟⎟⎠
(2) tx tA = (xa1 + yb1 + zc1 xa2 + yb2 + zc2 xa3 + yb3 + zc3) =

t(Ax)

問3の解答

|Ax|2 = t(Ax)(Ax) = tx tAAx

P.44 問1の解答

(1) ① |p1|2 = 1 ② |p2|2 = 1 ③ p1 · p2 = 0

(2) P =

Ã
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

!
, P−1 =

Ã
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

!

問2の解答

tPP =

⎛⎝ 3
5
−4
5

4
5

3
5

⎞⎠⎛⎝ 3
5

4
5

−4
5

3
5

⎞⎠ = Ã 1 0

0 1

!

より P は直交行列で，P−1 = tP =

⎛⎝ 3
5
−4
5

4
5

3
5

⎞⎠
P.45 問の解答

(1) ① |p1|2 = 1 ② |p2|2 = 1 ③ |p3|2 = 1

④ p1 · p2 = 0 ⑤ p2 · p3 = 0 ⑥ p3 · p1 = 0

(2) tPP =

⎛⎜⎝ tp1
tp2
tp3

⎞⎟⎠ ( p1 p2 p3 ) =
⎛⎜⎝ tp1p1

tp1p2
tp1p3

tp2p1
tp2p2

tp2p3
tp3p1

tp3p2
tp3p3

⎞⎟⎠

=

⎛⎜⎝ |p1|2 p1 · p2 p1 · p3
p2 · p1 |p2|2 p2 · p3
p3 · p1 p3 · p2 |p3|2

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠
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P.45 問の解答

(3) P−1 = tP =

⎛⎜⎜⎜⎝
2√
5

0 1√
5

1√
14

3√
14

− 2√
14

− 3√
70

5√
70

6√
70

⎞⎟⎟⎟⎠
P.46問の解答

(1) tPP =

⎛⎜⎝ tp1
tp2
tp3

⎞⎟⎠ ( p1 p2 p3 ) =
⎛⎜⎜⎝ |p1|2 p1 · p2 p1 · p3
p2 · p1 |p2|2 p2 · p3
p3 · p1 p3 · p2 |p3|2

⎞⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠

(2) P−1 = tP =

⎛⎜⎝ x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

⎞⎟⎠

(3) P tP =

⎛⎜⎜⎜⎝
x21 + x

2
2 + x

2
3 x1y1 + x2y2 + x3y3 x1z1 + x2z2 + x3z3

y1x1 + y2x2 + y3x3 y21 + y
2
2 + y

2
3 y1z1 + y2z2 + y3z3

z1x1 + z2x2 + z3x3 z1y1 + z2y2 + z3y3 z21 + z
2
2 + z

2
3

⎞⎟⎟⎟⎠
(4) ① x21 + x

2
2 + x

2
3 = 1 ② y21 + y

2
2 + y

2
3 = 1 ③ z21 + z

2
2 + z

2
3 = 1

④ x1y1 + x2y2 + x3y3 = 0 ⑤ y1z1 + y2z2 + y3z3 = 0 ⑥ x1z1 + x2z2 + x3z3 = 0

(5) x =

⎛⎜⎝ x1
x2
x3

⎞⎟⎠ , y =

⎛⎜⎝ y1
y2
y3

⎞⎟⎠ , z =

⎛⎜⎝ z1
z2
z3

⎞⎟⎠ とおくと (4)より x, y, z は

正規直交系である。従って tP = ( x y z ) は直交行列である。

P.47 問の解答

(1) ① |b1|2 = 1 ② |b2|2 = 1 ③ |b3|2 = 1

④ b1 · b2 = 0 ⑤ b2 · b3 = 0 ⑥ b3 · b1 = 0

⑦ |c1|2 = 1 ⑧ |c2|2 = 1 ⑨ |c3|2 = 1

⑩ c1 · c2 = 0 ⑪ c2 · c3 = 0 ⑫ c3 · c1 = 0
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P.47 問の解答

(2) B−1 = tB =

⎛⎜⎝ cosϕ sinϕ 0

− sinϕ cosϕ 0

0 0 1

⎞⎟⎠

C−1 = tC =

⎛⎜⎝ cosϕ cos θ sinϕ cos θ − sin θ
− sinϕ cosϕ 0

cosϕ sin θ sinϕ sin θ cos θ

⎞⎟⎠
P.48 問の解答

det(tA) = det(A) および det(E) = 1 (Eは単位行列) より

{det(A)}2 = det(tA)× det(A) = det(tAA) = det(A−1A) = det(E) = 1

よって det(A) = ±1 (証明終)

P.49 問1の解答⎛⎝ p01

p02

⎞⎠ =
⎛⎝ a1 a2

b1 b2

⎞⎠⎛⎝ p1

p2

⎞⎠ =
⎛⎝ a1p1 + a2p2

b1p1 + b2p2

⎞⎠ =
⎛⎝ p · a
p · b

⎞⎠
問2の解答

x0 = p · a = x cos θ + y sin θ

y0 = p · b = −x sin θ + y cos θ

P.50 問1の解答⎛⎜⎜⎜⎝
p01

p02

p03

⎞⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎝
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
p1

p2

p3

⎞⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎝
a1p1 + a2p2 + a3p3

b1p1 + b2p2 + b3p3

c1p1 + c2p2 + c3p3

⎞⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎝
p · a
p · b
p · c

⎞⎟⎟⎟⎠
問2の解答

x0 = p · a = x sin θ cosϕ+ y sin θ sinϕ+ z cos θ

y0 = p · b = x cos θ cosϕ+ y cos θ sinϕ− z sin θ

z0 = p · c = −x sinϕ+ y cosϕ
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P.52 問1の解答¯̄̄̄
¯̄ a− λ b

c d− λ

¯̄̄̄
¯̄ = 0 より λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0

問2の解答

(1) A =

Ã
4 2

1 3

!
λ2 − 7λ+ 10 = 0 (答) λ = 2 , 5

(2) A =

Ã
3 2

1 2

!
λ2 − 5λ+ 4 = 0 (答) λ = 1 , 4

(3) A =

Ã
3 −1
1 1

!
λ2 − 4λ+ 4 = 0 (答) λ = 2

(4) A =

Ã
1 −1
1 1

!
λ2 − 2λ+ 2 = 0 (答) λ = 1± i

P.53 問の解答

(1) A =

Ã
3 3

1 5

!
λ2 − 8λ+ 12 = 0 (答) λ = 2 , 6

(2) |A− λE| =

¯̄̄̄
¯̄̄ 1− λ 2 3

0 4− λ 0

0 5 6− λ

¯̄̄̄
¯̄̄ = 0 (答) λ = 1 , 4 , 6

(3) |A− λE| =

¯̄̄̄
¯̄̄ 5− λ −1 7

1 1− λ 9

0 0 3− λ

¯̄̄̄
¯̄̄ = (5− λ)(1− λ)(3− λ) + (3− λ)

= (3− λ)(λ2 − 6λ+ 6) = 0

(答) λ = 3 , 3±
√
3

(4) |A−λE| =

¯̄̄̄
¯̄̄ 1− λ 0 4

7 −λ 5

2 0 −1− λ

¯̄̄̄
¯̄̄ = (1−λ)(−λ)(−1−λ)−(−8λ) = λ(9−λ2) = 0

(答) λ = 0 , ±3
P.54 問の解答

(1) A =

Ã
4 2

1 3

!

(2) A =

Ã
3 3

1 5

!

(3) A =

Ã
3 2

1 2

!

固有値 λ = 2に対する固有ベクトルは
³

1
−1

´
固有値 λ = 5に対する固有ベクトルは

³
2
1

´
固有値 λ = 2に対する固有ベクトルは

³
3
−1

´
固有値 λ = 6に対する固有ベクトルは

³
1
1

´
固有値 λ = 1に対する固有ベクトルは

³
1
−1

´
固有値 λ = 4に対する固有ベクトルは

³
2
1

´
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P.55 問1の解答

(x1 x2)

Ã
λ1 0

0 λ2

!
=

Ã
x1 x2

y1 y2

!Ã
λ1 0

0 λ2

!
=

Ã
x1λ1 x2λ2

y1λ1 y2λ2

!
= (λ1x1 λ2x2)

問2の解答

A(x1 x2) =

Ã
a b

c d

!Ã
x1 x2

y1 y2

!
=

Ã
ax1 + by1 ax2 + by2

cx1 + dy1 cx2 + dy2

!

(Ax1 Ax2) =

Ãµ
a b

c d

¶µ
x1

y1

¶ µ
a b

c d

¶µ
x2

y2

¶!
=

Ã
ax1 + by1 ax2 + by2

cx1 + dy1 cx2 + dy2

!

P.56 問1の解答

A(x1 x2) = (Ax1 Ax2) = (λ1x1 λ2x2) = (x1 x2)

Ã
λ1 0

0 λ2

!

問2の解答

(1)AP =

Ã
3 2

1 4

!Ã
2 1

−1 1

!
=

Ã
4 5

−2 5

!

P

Ã
λ1 0

0 λ2

!
=

Ã
2 1

−1 1

!Ã
2 0

0 5

!
=

Ã
4 5

−2 5

!

(2)P−1 =

Ã
2 1

−1 1

!−1
=

1

2× 1− (−1)× 1

Ã
1 −1
1 2

!
=

Ã
1
3
− 1
3

1
3

2
3

!

(3)P−1AP =

Ã
1
3 − 1

3

1
3

2
3

!Ã
4 5

−2 5

!
=

Ã
6
3 0

0 15
3

!
=

Ã
2 0

0 5

!

P.57 問の解答

(1)A =

Ã
4 2

1 3

!
P54問の結果より固有値 2,5に対応する固有ベクトルは³

1
−1

´
,
³

2
1

´
より

P =

Ã
1 2

−1 1

!
, P−1 =

1

3

Ã
1 −2
1 1

!
,

P−1AP =
1

3

Ã
1 −2
1 1

!Ã
4 2

1 3

!Ã
1 2

−1 1

!
=

Ã
2 0

0 5

!
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P.57 問の解答

(2)A =

Ã
3 3

1 5

!
固有値 2,6に対応する固有ベクトルは

³
3
−1

´
,
³

1
1

´
だから

P =

Ã
3 1

−1 1

!
，P−1 =

1

4

Ã
1 −1
1 3

!
,

P−1AP =
1

4

Ã
1 −1
1 3

!Ã
3 3

1 5

!Ã
3 1

−1 1

!
=

Ã
2 0

0 6

!

(3) A =

Ã
5
2 − 1

2

− 1
2

5
2

!
det(A− λE) = λ2 − 5λ+ 6 = (λ− 2)(λ− 3) = 0→ λ = 2, 3

λ = 2のとき (A− 2E)
³

x
y

´
=

Ã
1
2 − 1

2

− 1
2

1
2

!Ã
x

y

!
=

Ã
0

0

!
⇒
Ã

x

y

!
=

Ã
1

1

!

λ = 3のとき (A−3E)
³

x
y

´
=

Ã
− 1
2
− 1
2

− 1
2
− 1
2

!Ã
x

y

!
=

Ã
0

0

!
⇒
Ã

x

y

!
=

Ã
1

−1

!

P =

Ã
1 1

1 −1

!
とおくと P−1 =

1

−2

Ã
−1 −1
−1 1

!
=

Ã
1
2

1
2

1
2
− 1
2

!

P−1AP =

µ
1
2

1
2

1
2
− 1
2

¶µ
5
2

− 1
2

− 1
2

5
2

¶µ
1 1

1 −1

¶
=

µ
1
2

1
2

1
2
− 1
2

¶µ
2 3

2 −3

¶
=

µ
2 0

0 3

¶
P.58 問の解答

A =

Ã
3 2

2 6

!
det(A− λE) = λ2 − 9λ+ 14 = (λ− 2)(λ− 7) = 0⇒ λ = 2, 7

(A− 2E)x1 =
Ã

1 2

2 4

!
x1 =

Ã
0

0

!
⇒ x1 =

Ã
2

−1

!
: λ1 = 2の対する固有ベクトル

(A − 7E)x2 =
Ã
−4 2

2 −1

!
x2 =

Ã
0

0

!
⇒ x2 =

Ã
1

2

!
: λ2 = 7の対する固有ベクト

ル

x1 · x2 =
³

2
−1

´
·
³

1
2

´
= 2× 1 + (−1)× 2 = 0 より x1と x2は直交している。

P.59 問の解答

(1) A =

Ã
4 2

2 1

!
det(A− λE) = λ2 − 5λ = 0⇒ λ = 0, 5

固有値は λ1 = 0と λ2 = 5

(2) 固有値 λ1 = 0に対する (大きさの)固有ベクトルはx1 =

µ
1√
5

− 2√
5

¶
固有値 λ2 = 5に対する (大きさの)固有ベクトルは x2 =

µ
2√
5
1√
5

¶
(3) x1 · x2 = 1√

5
× 2√

5
+ (− 2√

5
)× 1√

5
= 0より x1と x2は直交している。

(4) P = (x1 x2) =

Ã
1√
5

2√
5

− 2√
5

1√
5

!
, P−1 = tP =

Ã
1√
5
− 2√

5

2√
5

1√
5

!
, (5) P−1AP =

Ã
0 0

0 5

!
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P.60 問の解答

ベクトル
³

1
0

´
方向に 2倍引き伸ばし，

ベクトル
³

0
1

´
方向に 4倍引き伸ばす変換である。

P.61 問の解答

(1)A =

Ã
1 3

−1 5

!
det(A− λE) = λ2 − 6λ+ 8 = (λ− 2)(λ− 4) = 0

固有値 λ = 2に対応する固有ベクトルは
³

3
1

´
固有値 λ = 4に対応する固有ベクトルは

³
1
1

´
よりAは

ベクトル
³

3
1

´
方向に 2倍引き伸ばし，

ベクトル
³

1
1

´
方向に 4倍引き伸ばす変換である。

(2)A =

Ã
5
2

− 1
2

− 1
2

5
2

!
P57問 (3)の結果より固有値は λ = 2, 3で，

固有値 2に対する固有ベクトルは
³

1
1

´
であり，

固有値 3に対する固有ベクトルは
³

1
−1

´
であるから，

Aは

ベクトル
³

1
1

´
方向に 2倍引き伸ばし，

ベクトル
³

1
−1

´
方向に 3倍引き伸ばす変換である。

P.62 問の解答

A =

⎛⎜⎝ 0 −1 0

1 0 0

0 0 1

⎞⎟⎠ det(A− λE) =

¯̄̄̄
¯̄̄ −λ −1 0

1 −λ 0

0 0 1− λ

¯̄̄̄
¯̄̄ = λ2(1− λ)− (−1)(1− λ)

= (1− λ)(λ2 + 1) = 0

固有値は λ = 1,±i (= e±
π
2
i)

λ = 1に対する固有ベクトルを

µ
x
y
z

¶
とおくと

(A− 1E)
µ

x
y
z

¶
=

⎛⎜⎝ −1 −1 0

1 −1 0

0 0 0

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ x

y

z

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ −x− y

x− y
0

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ 0

0

0

⎞⎟⎠
⇒
Ã
−x− y = 0
x− y = 0

⇒ x = y = 0

(答) 直線 x = y = 0 (= z軸 )を中心軸として，角度
π

2
(= 90°)回転させる変換である。
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