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2005年度 基礎数学ワークブック初級編 「数学 2」− 1 −

< 不定積分 (1) >

xの関数 f(x) に対して，微分すると f(x)になる関数，すなわち F 0(x) = f(x) となる

関数 F (x)があれば，それを f(x)の原始関数という。F (x)が f(x)の原始関数のとき，

任意の定数 C に対して ³
F (x) + C

´0
= F 0(x) = f(x)

であるから，F (x) + C も f(x)の原始関数である。従って f(x) の原始関数は無数に

あるが，いずれも F (x) + C の形で書き表される。

F (x)+C (Cは任意定数)

この表示を f(x)の不定積分 といい，

Z
f(x)dx で表す。

F 0(x) = f(x) のとき

Z
f(x)dx = F (x) + C (不定積分)

f(x)の不定積分を求めることを，f(x)を積分する といい，上の定数 C を 積分定数 と

呼ぶ。まだこのとき f(x) を 被積分関数 といい，x を 積分変数 という。

例
µ
1

4
x4
¶0

= x3 ⇒
Z
x3dx =

1

4
x4 + C

問 次の左の導関数を求め，右の不定積分を求めよ。 (ただし α 6= −1)

(1)
³ 1

α+ 1
xα+1

´0
= ⇒

Z
xαdx =

(2)
¡
log |x|

¢0
= ⇒

Z
1

x
dx =

(3) (sin x)0 = ⇒
Z
cos xdx =

(4) (− cosx)0 = ⇒
Z
sin xdx =

(5) (ex)0 = ⇒
Z
exdx =
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< 不定積分 (2) >

< xα の不定積分 >

α 6= −1 のとき

Z
xαdx =

1

α+ 1
xα+1 + C

α = −1 のとき

Z
x−1dx = log |x|+ C

例1
Z
1

x5
dx =

Z
x−5dx =

1

−5 + 1x
−5+1 + C = − 1

4
x−4 + C = − 1

4x4
+ C

例2
Z √

xdx =

Z
x
1
2dx =

1
1
2
+ 1

x
1
2
+1 + C =

2

3
x
3
2 + C =

2

3
x
√
x+ C

(注)

Z
1

x5
dx を

Z
dx

x5
のように書くことがある。

同様にして

Z
1

f(x)
dx を

Z
dx

f(x)
と書くことがある。

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
x6dx

(2)

Z
x
1
4dx

(3)

Z
x−

1
2dx

(4)

Z
dx

x3

(5)

Z
3
√
x2dx

(6)

Z
dx
4
√
x
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< 不定積分 (3) >

不定積分について，次の公式が成り立つ。ただし両辺の積分定数の違いは無視している。

1.

Z
kf(x)dx = k

Z
f(x)dx (kは 0でない定数)

2.

Z
{f(x) + g(x)} dx =

Z
f(x)dx+

Z
g(x)dx

3.

Z
{f(x)− g(x)} dx =

Z
f(x)dx−

Z
g(x)dx

(定数倍，和 ·差の不定積分)

例
Z
(x− 1)(x− 2)

x2
dx =

Z
x2 − 3x+ 2

x2
dx =

Z ³
1− 3

x
+
2

x2

´
dx

=

Z
dx− 3

Z
dx

x
+ 2

Z
1

x2
dx = x− 3 log |x|− 2

x
+ C

(注) この例のように，積分定数は最後にまとめて C で表す。

また

Z
1dx は 1 を省略して

Z
dx と書くことがある。

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
x2 − 4x+ 1

x3
dx

(2)

Z
(x2 − 1)(x2 − 3)

x4
dx

(3)

Z
x+ 2√
x
dx

(4)

Z
(
√
x− 1)2
x

dx
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< 不定積分 (4) >

問1 左の導関数と右の不定積分を求めよ。 (ただし a > 0, a 6= 1)

(1) (tan x)0 = ⇒
Z

dx

cos2 x
=

(2)
³ 1

tan x

´0
= ⇒

Z
dx

sin2 x
=

(3) (sin−1 x)0 = ⇒
Z

dx√
1− x2

=

(4) (tan−1 x)0 = ⇒
Z

1

1 + x2
dx =

例1
Z
cos3 x+ 3

cos2 x
dx =

Z
cosxdx+ 3

Z
1

cos2 x
dx = sinx+ 3 tanx+ C

例2
Z
tan2 xdx =

Z ³ 1

cos2 x
− 1
´
dx = tan x− x+ C

問2 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
(4 sin x− 3 cosx)dx (2)

Z
3 cos3 x− 1
cos2 x

dx

(3)

Z
(2− tanx) cosxdx (4)

Z
1

sin2 x− 1dx

(5)

Z
1

tan2 x
dx (6)

Z
(1 + tan2 x)dx

(7)

Z
3√
1− x2

dx (8)

Z
5

1 + x2
dx
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< 積分記号 >

d

dx

³
F (x)

´
= f(x) のとき

Z
f(x)dx = F (x) + C

である。ここで微分記号
d

dx
は変数 xに関する微分を意味し，積分記号

Z
dxの

dxは変数 xに関する積分を意味する。

変数 xを変数 tに換えれば，

d

dt

³
F (t)

´
= f(t) のとき

Z
f(t)dt = F (t) + C

のようになる。

例1
d

dx

¡
x3
¢
= 3x2 より

Z
3x2dx = x3 + C

d

dt

¡
t3
¢
= 3t2 より

Z
3t2dt = t3 + C

d

du

¡
u3
¢
= 3u2 より

Z
3u2du = u3 + C

例2 (1)

Z ¡
t2 − 4t+ 3

¢
dt =

1

3
t3 − 2t2 + 3t+ C

(2)

Z
sin udu = − cosu+ C

(3)

Z
2πrdr = πr2 + C

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
(10− 9.8t)dt =

(2)

Z
4πr2dr =

(3)

Z
eudu =

(4)

Z
1

y
dy =

(5)

Z
cos udu =
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< 置換積分法 (1) >

例1
Z
cos(3x+ 2)dx を求めたい。 sin(3x+ 2) の導関数は合成関数の微分法より³

sin(3x+ 2)
´0
= cos(3x+ 2)× (3x+ 2)0 = 3 cos(3x+ 2)

であるから ³
1
3
sin(3x+ 2)

´0
= cos(3x+ 2)

よって Z
cos(3x+ 2)dx =

1

3
sin(3x+ 2) + C

(別解) u = 3x+ 2 とおくと du
dx

= (3x+ 2)0 = 3 である。そこで形式的に

du = 3dx ⇒ dx = 1
3
du

とおき，積分変数を xから uに置き換えて積分し，最後に元に戻す。Z
cos(3x+ 2)dx =

Z
(cos u)

1

3
du =

1

3
sin u+ C =

1

3
sin(3x+ 2) + C

(注) この別解の方法を 置換積分法 という。

例2
Z

1

4x− 3 dx を求めたい。u = 4x− 3 とおく。上の別解と同様にして

du

dx
= (4x− 3)0 = 4 ⇒ dx =

1

4
du

とおき，積分変数を置き換えると次のように求まる。Z
1

4x− 3 dx =
Z

1

u
× 1

4
du =

1

4

Z
1

u
du =

1

4
log |u|+ C = 1

4
log
¯̄
4x− 3

¯̄
+ C

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
(5x+ 6)3dx (2)

Z
dx

(7x+ 5)4

(3)

Z √
5x− 3 dx (4)

Z
sin(3x+ 2)dx

(5)

Z
e−3x+2dx (6)

Z
dx

cos2(4x+ 3)
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< 置換積分法 (2) >

例1
Z
3x2ex

3

dxを考える。

u = x3 とおくと
du

dx
= (x3 )0 = 3x2 (uをxで微分)

ここで形式的に

3x2 =
du

dx
⇒ 3x2dx = du

とおくと Z
3x2ex

3

dx =

Z
ex

3

3x2 dx =

Z
eu du = eu + C = ex

3

+ C

例2
Z
x2ex

3

dxを考える。上と同様に x3 = u とおくと 3x2 =
du

dx

ここで形式的に x2 dx =
1

3
du とおくと

Z
x2ex

3

dx =

Z
ex

3

x2 dx =

Z
eu
1

3
du =

1

3

Z
eu du =

1

3
eu + C =

1

3
ex

3

+ C

例3
Z
x cos (x2 + 1)dxを考える。

u = x2 + 1 とおくと
du

dx
= (x2 + 1)0 = 2x (uをxで微分)

ここで形式的に

2x =
du

dx
⇒ xdx =

1

2
du

とおくとZ
x cos (x2 + 1)dx =

Z
cos (x2 + 1) xdx =

Z
cos u

1

2
du =

1

2

Z
cos udu

=
1

2
sin u+ C =

1

2
sin(x2 + 1) + C

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
xex

2+1dx (2)

Z
x3ex

4

dx

(3)

Z
x2 cos(x3 + 2)dx (4)

Z
x sin(x2 + 3)dx

(5)

Z
x

x2 + 3
dx (6)

Z
x (x2 + 1)5 dx
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< 不定積分の練習 (1) >

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
(x5 + x7)dx

(2)

Z
x−2dx

(3)

Z
x
1
3dx

(4)

Z
dx

x3

(5)

Z √
xdx

(6)

Z
4
√
xdx

(7)

Z
dx√
x

(8)

Z
x2 − 2x+ 1

x
dx

(9)

Z
x2 − 2x+ 1

x3
dx

(10)

Z
2x− 1√

x
dx

(11)

Z
(
√
x+ 3)

2

x
dx

(12)

Z
(2 cosx− 3 sin x)dx

(13)

Z
(2 tanx+ 3) cos xdx

(14)

Z
sin2 x+ 3 cos2 x

cos2 x
dx
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< 不定積分の練習 (2) >

問 次の不定積分を求めよ。

Ã
ただし

sec x =
1

cos x
, cosec x =

1

sin x
, cot x =

1

tan x

!

(1)

Z
sec2 xdx

(2)

Z
cosec2xdx

(3)

Z
tan2 xdx

(4)

Z
cot2 xdx

(5)

Z
5√

1− x2
dx

(6)

Z
4

1 + x2
dx

(7)

Z
3exdx

(8)

Z
(t2 − 6t+ 5)dt

(9)

Z
(u4 − 3u2)du

(10)

Z
sin tdt

(11)

Z
cosudu

(12)

Z
eudu

(13)

Z
1

u
du

(14)

Z
dθ

cos2 θ
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< 不定積分の練習 (3) >

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
e2x−3dx

(2)

Z
cos(4x− 2)dx

(3)

Z
sin(3x+ 5)dx

(4)

Z
dx

cos2(5x+ 6)

(5)

Z
dx

4x+ 3

(6)

Z
(7x− 5)3dx

(7)

Z
dx

(6x+ 1)3

(8)

Z √
5x+ 1dx

(9)

Z
dx√
7x− 6

(10)

Z
3
√
5x+ 1dx

(11)

Z
xe−x

2

dx

(12)

Z
x2e−x

3

dx

(13)

Z
x2 cos(x3 + 4)dx

(14)

Z
x3 sin(x4)dx

(15)

Z
3x

1 + x2
dx

(16)

Z
4x2

x3 + 2
dx
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< 分数関数の積分 (1) >

例1
Z

1

3x+ 4
dx を求めたい。u = 3x+ 4 とおくと

du

dx
= 3 より dx =

1

3
du だからZ

1

3x+ 4
dx =

Z
1

u
× 1
3
du =

1

3

Z
1

u
du =

1

3
log |u|+ C = 1

3
log |3x+ 4|+ C

例2
Z

1

(5x− 6)2dx を求めたい。u = 5x− 6 とおくと
du

dx
= 5 より dx =

1

5
du だからZ

1

(5x− 6)2dx =
Z

1

u2
× 1
5
du =

1

5

Z
u−2du = −1

5
u−1 + C = − 1

5u
+ C = − 1

5(5x− 6) + C

例3
Z

1

(3x+ 4)2 + 1
dx を求めたい。u = 3x+ 4 とおくと dx =

1

3
du だからZ

1

(3x+ 4)2 + 1
dx =

1

3

Z
1

u2 + 1
du =

1

3
tan−1(u) + C =

1

3
tan−1(3x+ 4) + C

例4
Z

1

(3x+ 4)2 + 52
dx を求めたい。5u = 3x+ 4 とおくと dx =

5

3
du だから

Z
1

(3x+ 4)2 + 52
dx =

1

15

Z
1

u2 + 1
du =

1

15
tan−1(u) + C =

1

15
tan−1

µ
3x+ 4

5

¶
+ C

問 次の不定積分を求めよ。ただし a, b, r は定数で，a 6= 0, r 6= 0 とする。

(1)

Z
1

x+ 1
dx (2)

Z
1

2x+ 3
dx

(3)

Z
1

ax+ b
dx (4)

Z
1

(x− 3)2dx

(5)

Z
1

(3x− 4)2dx (6)

Z
1

(ax+ b)2
dx

(7)

Z
1

(4x− 5)3dx (8)

Z
1

(ax+ b)3
dx

(9)

Z
1

x2 + 1
dx (10)

Z
1

x2 + 52
dx

(11)

Z
1

(2x+ 1)2 + 9
dx (12)

Z
1

(ax+ b)2 + r2
dx
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< 分数関数の積分 (2) >

例
Z

1

(x+ 3)(x+ 5)
dx を求めたい。この被積分関数

1

(x+ 3)(x+ 5)
は

A

x+ 3
と

B

x+ 5

(AとBは定数)の形の和として表すことができる。すなわち

1

(x+ 3)(x+ 5)
=

A

x+ 3
+

B

x+ 5

とおいて右辺を通分すると

A

x+ 3
+

B

x+ 5
=
A(x+ 5) +B(x+ 3)

(x+ 3)(x+ 5)
=
(A+B)x+ (5A+ 3B)

(x+ 3)(x+ 5)

となる。この最後の式の分子が 1になるようにAと Bを決めれば良い。つまり

1 = (A+B)x+ (5A+ 3B)

より

A+B = 0 · · ·①

5A+ 3B = 1 · · ·②

であればよい。① , ②よりA =
1

2
，B = − 1

2
だから

1

(x+ 3)(x+ 5)
=

1
2

x+ 3
−

1
2

x+ 5
=
1

2

n 1

x+ 3
− 1

x+ 5

o
と表される。よって求める積分はZ

1

(x+ 3)(x+ 5)
dx =

1

2

Z n 1

x+ 3
− 1

x+ 5

o
dx =

1

2

n
log |x+ 3|− log |x+ 5|

o
+C

=
1

2
log

¯̄̄̄
x+ 3

x+ 5

¯̄̄̄
+ C

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
1

x(x+ 1)
dx (2)

Z
1

(x− 1)(x+ 1) dx

(3)

Z
1

(x− 2)(x− 3) dx (4)

Z
1

(x− 3)(x+ 4) dx

(5)

Z
1

(2x+ 1)(3x+ 4)
dx
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< 部分積分法 (1) >

2つの関数 f(x) と g(x) の積については

{f(x)g(x)}0 = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)

が成り立つ。これから

f(x)g0(x) = {f(x)g(x)}0 − f 0(x)g(x)

である。この両辺を積分するとZ
f(x)g0(x) dx = f(x)g(x)−

Z
f 0(x)g(x) dx (部分積分)

が成り立つ。これを 部分積分 の公式という。

例
Z
x cosx dx=

Z
x(sinx)0 dx = x sinx−

Z
(x)0 sinx dx

= x sinx−
Z
sin x dx = x sinx+ cosx+ C

(注) 部分積分の公式

Z
f × g0 dx = f × g −

Z
f 0 × g dx をZ

左 × 右 dx = 左 × (右の積分) −
Z
(左の微分) × (右の積分) dx

と覚えると使いやすくなる。

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
x sin x dx

(2)

Z
xex dx

(3)

Z
x cos(2x) dx

(4)

Z
x sin(2x) dx

(5)

Z
xe3x dx
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< 部分積分法 (2) >

前ページ (注)の式で左右を逆にしても正しい。すなわちZ
左 × 右 dx = (左の積分) × 右 −

Z
(左の積分) × (右の微分) dx

例1
Z
log x dx=

Z
1× (log x) dx = x× (log x)−

Z
x× (log x)0 dx

= x log x−
Z
1 dx = x log x− x+ C

(注 1) log x は微分すると
1

x
となり簡単になる。

問1 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
x log x dx

(2)

Z
x2 log x dx

例2
Z
x2 cosx dx=

Z
x2(sin x)0 dx = x2 sin x−

Z
2x sin x dx

= x2 sin x+

Z
2x(cosx)0 dx = x2 sin x+ 2x cosx−

Z
2 cosx dx

= x2 sin x+ 2x cosx− 2 sin x+ C

(注 2) この例 2は被積分関数が x2 cos x であり，この x2 を消すために部分積分を 2回
使っている。

問2 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
x2 sin x dx

(2)

Z
x2ex dx
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< 三角関数の不定積分 >

三角関数の不定積分は三角関数の性質を使って，簡単な不定積分に直してから積分する。
特に次の公式はよく使う。

1.半角の公式 sin2 α =
1− cos (2α)

2
, cos2 α =

1 + cos (2α)

2

2.積を和に直す公式

sinα cos β =
1

2
{ sin (α+ β) + sin (α− β)}

cosα cos β =
1

2
{cos (α+ β) + cos (α− β)}

sinα sinβ =
1

2
{cos (α− β)− cos (α + β)}

これらの公式は，右辺を加法定理により展開すると左辺が得られる。

例 (1)

Z
cos2 x dx =

Z
1

2
{1 + cos (2x)} dx = 1

2
x+

1

4
sin(2x) + C

(2)

Z
sin(2x) cosx dx =

Z
1

2
{sin(3x) + sinx} dx

= − 1
6
cos(3x)− 1

2
cosx+ C

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
sin2 xdx =

(2)

Z
cos(3x) cos(2x)dx =

(3)

Z
sin(4x) sin xdx =

(4)

Z
sin(4x) cos(3x)dx =

(5)

Z
cos2(3x)dx =

(6)

Z
sin2(4x)dx =
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< 不定積分の検証 >

不定積分

Z
f(x)dx = F (x) + C が正しいかどうかを調べるには，右辺を微分して

F 0(x) = f(x) となっているかどうかを調べればよい。

例1
Z
x2(x3 + 1)4dx =

1

15
(x3 + 1)5 + C

が正しいかどうか検証する。右辺を微分すると合成関数の微分法よりµ
1

15
(x3 + 1)5

¶0
=
1

15

¡
(x3 + 1)5

¢0
=
1

15
× 5(x3 + 1)4 × (x3 + 1)0

=
1

3
× (x3 + 1)4 × 3x2 = x2(x3 + 1)4

より正しい。

例2
Z
tan xdx = log (cosx) + C

が正しいかどうか検証する。右辺を微分すると¡
log (cos x)

¢0
=

1

cosx
× (cos x)0 = 1

cosx
× (− sin x) = − sinx

cosx
= − tan x

より正しくない。

例3
Z
(2x+ 1) sin xdx = −(2x+ 1) cosx+ 2 sin x+ C

が正しいかどうか検証する。右辺を微分すると (積の微分法より)¡
−(2x+ 1) cosx+ 2 sinx

¢0
= −(2x+ 1)0 × cosx− (2x+ 1)× (cos x)0 + 2× (sin x)0

= −2 cosx− (2x+ 1)× (− sin x) + 2 cosx = (2x+ 1) sin x

より正しい。

問 次の式の右辺を微分することにより次の不定積分が正しいかどうか判定せよ。

(1)

Z
x3(x4 − 1)3dx = 1

4
(x4 − 1)4 + C

(2)

Z
x

x2 − 1dx =
1

2
log |x2 − 1|+ C

(3)

Z
x2exdx = x2ex − 2xex + 2ex + C
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< 不定積分の練習 (4) >

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
1

x+ 2
dx

(2)

Z
1

2x− 3 dx

(3)

Z
4

3x+ 5
dx

(4)

Z
1

(3x+ 4)2
dx

(5)

Z
3

(4x− 5)2 dx

(6)

Z
2

(5x+ 4)3
dx

(7)

Z
2

x2 − 1 dx

(8)

Z
1

(x− 1)(x+ 2) dx

(9)

Z
1

x2 + 4x+ 3
dx

(10)

Z
1

(3x− 2)(2x− 1) dx
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< 不定積分の練習 (5) >

問1 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z
2

x2 + 1
dx (2)

Z
1

x2 + 4
dx

(3)

Z
cos2 xdx (4)

Z
sin2 xdx

(5)

Z
xex dx (6)

Z
x cosxdx

(7)

Z
log xdx (8)

Z
x3 log xdx

(9)

Z
x2ex dx (10)

Z
sinx cos xdx

問2 次の不定積分が正しいかどうかを判定せよ。

(1)

Z
1

(2x+ 3)5
dx = − 1

8(2x+ 3)4
+ C

(2)

Z
x2 cosxdx = x2 sin x+ 2x cosx− 2 sin x+ C

(3)

Z
1

8(2x+ 3)4
dx = tan−1

³ x
2

´
+ C

(4)

Z
1

x2 − 4 dx =
1

2
log

¯̄̄̄
x− 2
x+ 2

¯̄̄̄
+ C
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< 定積分 (1) >

Z
f(x)dx = F (x) + C のときZ b

a

f(x)dx =
h
F (x)

ib
a
= F (b)− F (a) (定積分)

と定め，この値を a から b までの f(x) の 定積分 という。

例1
Z 4

1

x2dx =

∙
1

3
x3
¸4
1

=
1

3
× 43 − 1

3
× 13 = 21

例2
Z b

a

1√
x
dx =

h
2
√
x
ib
a
= 2
√
b− 2√a

問 次の定積分の値を求めよ。(ただし n 6= −1)

(1)

Z b

a

xndx = (2)

Z b

a

1

x
dx =

(3)

Z b

a

dx = (4)

Z b

a

exdx =

(5)

Z b

a

cos xdx = (6)

Z b

a

sin xdx =

(7)

Z b

a

dx

cos2 x
= (8)

Z b

a

dx

1 + x2
=

(9)

Z 10

4

dx = (10)

Z 5

1

1

x2
dx =

(11)

Z 4

1

√
xdx = (12)

Z 8

1

1
3
√
x
dx =

(13)

Z e

1

1

x
dx = (14)

Z 2

0

exdx =

(15)

Z π
2

0

cosxdx = (16)

Z π

0

sin xdx =

(17)

Z π
4

0

dx

cos2 x
= (18)

Z 1

0

dx

1 + x2
=
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< 定積分 (2) >

定積分の定義Z
f(x)bdx = F (x) + C のとき

Z b

a
f(x)dx =

h
F (x)

ib
a
= F (b)− F (a)

より，定積分について次の性質が成り立つ。

1.

Z b

a
kf(x)dx = k

Z b

a
f(x)dx (kは定数)

2.

Z b

a

©
f(x) + g(x)

ª
dx =

Z b

a
f(x)dx+

Z b

a
g(x)dx

3.

Z b

a

©
f(x)− g(x)

ª
dx =

Z b

a
f(x)dx−

Z b

a
g(x)dx

4.

Z a

a
f(x)dx = 0

5.

Z a

b
f(x)dx = −

Z b

a
f(x)dx

6.

Z b

a
f(x)dx+

Z c

b
f(x)dx =

Z c

a
f(x)dx

例 (1)

Z 2

1

3x− 4
x2

dx =

Z 2

1

µ
3

x
− 4

x2

¶
dx = 3

Z 2

1

1

x
dx− 4

Z 2

1

1

x2
dx

= 3

∙
log x

¸2
1

− 4
∙
− 1
x

¸2
1

= 3 log 2− 2

(2)

Z π

0
sin2 xdx =

Z π

0

1− cos(2x)
2

dx =

∙
x

2
− sin(2x)

4

¸π
0

=
π

2

問 つぎの定積分の値を求めよ。

(1)

Z 2

1

2x2 − 3x+ 1
x2

dx

(2)

Z 0

−1
(x3 + x4)dx+

Z 1

0

(x3 + x4)dx

(3)

Z 2

1

dx

x(x+ 1)

(4)

Z π

0

cos2 xdx

(5)

Z π
2

0

sin(4x) cos(2x)dx
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< 定積分の積分変数 >

Z
f(x)dx = F (x) + C のとき

Z b

a

f(x)dx =
£
F (x)

¤x=b
x=a

= F (b)− F (a)

ここで変数 x が別の変数 (例えば t )に変わってもZ b

a

f(t)dt =
£
F (t)

¤t=b
t=a

= F (b)− F (a)

のように定積分の値は変わらない。すなわちZ b

a

f(t)dt =

Z b

a

f(x)dx

例 (1)

Z 3

1

x4 dx =

∙
1

5
x5
¸x=3
x=1

=
1

5
× 35 − 1

5
× 15 = 243

5
− 1
5
=
242

5

(2)

Z 3

1

t4 dt =

∙
1

5
t5
¸t=3
t=1

=
1

5
× 35 − 1

5
× 15 = 243

5
− 1
5
=
242

5

(3)

Z 2

1

4πr2 dr =

∙
4

3
πr3
¸r=2
r=1

=
4

3
π × 8− 4

3
π × 1 = 28

3
π

(4)

Z π

0

4 cos θdθ =
h
4 sin θ

iθ=π
θ=0

= 4 sin π − 4 sin 0 = 0

問 次の定積分の値を求めよ。(ただし n 6= −1)

(1)

Z 3

1

(4− 10t)dt

(2)

Z R

0

2πrdr

(3)

Z π

0

sin θdθ

(4)

Z b

a

undu

(5)

Z 9

1

√
udu
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< 定積分の置換積分法 (1) >

例題 定積分

Z 2

0

3x2
√
x3 + 1dx の値を求めよ。

(解) まず不定積分

Z
3x2
√
x3 + 1 dx を求める。

u = x3 + 1 とおくと
du

dx
= 3x2 =⇒ 3x2 dx = du よりZ

3x2
√
x3 + 1 dx =

Z √
x3 + 1 3x2 dx =

Z √
u du =

2

3
u
3
2 + C =

2

3
(x3 + 1)

3
2 + C

となるからZ 2

0

3x2
√
x3 + 1 dx =

∙
2

3
(x3 + 1)

3
2

¸x=2
x=0

=
2

3
(23 + 1)

3
2 − 2

3
(13 + 1)

3
2

=
2

3
× 9 32 − 2

3
× 1 32 = 2× 27

3
− 2
3
=
52

3

(別解) u = x3 + 1 とおくと x と u との対応は

x 0 =⇒ 2
u 1 =⇒ 9

よりZ x=2

x=0

3x2
√
x3 + 1 dx =

Z u=9

u=1

√
u du =

∙
2

3
u
3
2

¸u=9
u=1

=
2

3
× 9 32 − 2

3
× 1 32 = 52

3

別解の方法を 定積分の置換積分法 という。

問 次の定積分の値を求めよ。

(1)

Z 1

−1
3x2(x3 + 1)4 dx

(2)

Z √3
0

2x
√
x2 + 1 dx

(3)

Z 1

0

4x3

(x4 + 1)2
dx
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< 定積分の置換積分法 (2) >

例1
Z 1

−1
x2ex

3+1 dx を求めたい。

u = x3 + 1 とおくと
du

dx
= 3x2 =⇒ x2 dx =

1

3
du

であり xと uとの対応は

x −1 =⇒ 1
u 0 =⇒ 2

となる。よってZ 1

−1
x2ex

3+1 dx =

Z x=1

x=−1
ex

3+1x2 du =

Z u=2

u=0
eu
1

3
du =

∙
1

3
eu
¸u=2
u=0

=
1

3
e2 − 1

3

例2
Z 2

0

x

x2 + 1
dx を求めたい。

u = x2 + 1 とおくと
du

dx
= 2x =⇒ xdx =

1

2
du

であり xと uとの対応は

x 0 =⇒ 2
u 1 =⇒ 5

となる。よってZ 2

0

x

x2 + 1
dx =

Z x=2

x=0

1

x2 + 1
× xdx =

Z u=5

u=1

1

u
× 1

2
du =

∙
1

2
log |u|

¸u=5
u=1

=
1

2
log 5− 1

2
log 1 =

1

2
log 5

問 次の定積分を求めよ。

(1)

Z 1

0

x(x2 + 2)3dx

(2)

Z 3

0

xex
2

dx

(3)

Z 2

−1

x2

x3 + 2
dx

(4)

Z 2

0

x

(x2 + 1)3
dx
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< 定積分の置換積分法 (3) >

例題
Z 2

1

x(2− x)4 dx を求めよ。

(解) u = 2− x とおくと

du

dx
= −1より dx = −du = (−1)du

xと uとの対応は右のようになる。
x 1 → 2
u 1 → 0

したがってZ 2

1

x(2− x)4 dx =
Z 0

1

(2− u)u4(−1) du =
Z 0

1

(u5 − 2u4) du

=
hu6
6
− 2
5
u5
i0
1
= 0−

³1
6
− 2
5

´
=
7

30

問 次の定積分の値を求めよ。

(1)

Z 1

0

x(1− x)7dx

(2)

Z 5

2

x
√
x− 1dx
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< 定積分の置換積分法 (4) >

例題
Z 3

0

√
9− x2 dx を求めよ。

(解) x = 3 sin θ とおくと

dx

dθ
= 3 cos θ ⇒ dx = 3 cos θdθ

となる。x と θ の対応は

x 0 → 3

θ 0 → π

2

となる。また 0 <= θ <=
π

2
の範囲では cos θ >= 0 より

√
9− x2 =

p
9− (3 sin θ)2 =

√
9 cos2 θ = 3 cos θ

従ってZ 3

0

√
9− x2 dx=

Z π
2

0

(3 cos θ) 3 cos θdθ = 9

Z π
2

0

cos2 θdθ = 9

Z π
2

0

1 + cos(2θ)

2
dθ

= 9

∙
θ

2
+
1

4
sin(2θ)

¸π
2

0

=
9π

4

問 a > 0 とする。次の不定積分を求めよ。

(1)

Z a

0

√
a2 − x2 dx =

(2)

Z √3
0

√
4− x2 dx =
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< 定積分の部分積分法 (1) >

不定積分の部分積分の公式Z
f(x)g0(x)dx = f(x)g(x)−

Z
f 0(x)g(x)dx

から定積分の部分積分の公式

Z b

a

f(x)g0(x)dx =
h
f(x)g(x)

ib
a
−
Z b

a

f 0(x)g(x) dx

が得られる。

例
Z 5

0

x(x− 5)2 dx =
Z 5

0

x×
½
(x− 5)3
3

¾0
dx

=

∙
x× (x− 5)3

3

¸5
0

−
Z 5

0

(x)0 × (x− 5)3
3

dx = 0− 0−
Z 5

0

(x− 5)3
3

dx

= −
∙
(x− 5)4
12

¸5
0

= −
½
04

12
− (−5)

4

12

¾
= − 625

12

(注) 定積分の部分積分の公式を次のように覚えると使いやすい。Z b

a
左 × 右 dx =

h
(左) × (右の積分)

ib
a
−
Z b

a
(左の微分) × (右の積分) dx

問 次の不定積分を求めよ。

(1)

Z 1

0

x(x− 1)3 dx =

(2)

Z π

0

x cos xdx =

(3)

Z π
2

0

x sin xdx =

(4)

Z 1

0

xex dx =
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< 定積分の部分積分法 (2) >

例
Z √e
1

x log xdx =

Z √e
1

µ
x2

2

¶0
× log xdx =

∙
x2

2
log x

¸√e
1

−
Z √e
1

x2

2
× (log x)0dx

=
e

2
log
√
e− 1

2
log 1−

Z √e
1

x

2
dx =

e

4
−
∙
x2

4

¸√e
1

=
e

4
−
µ
e

4
− 1
4

¶
=
1

4

問 次の定積分の値を求めよ。

(1)

Z e

1

x log xdx

(2)

Z e

1

x2 log xdx

(3)

Z √e
1

x3 log xdx

(4)

Z e

1

log xdx
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< 定積分の部分積分法 (3) >

例
Z π

2

0

x2 sin xdx =

Z π
2

0

x2 × (− cosx)0dx =
h
x2 × (− cosx)

iπ
2

0
−
Z π

2

0

2x× (− cosx)dx

=

µ
−π

2

4
cos

π

2
− 0
¶
+

Z π
2

0

2x cosxdx =

Z π
2

0

2x× (sin x)0dx

=
h
2x sinx

iπ
2

0
−
Z π

2

0

(2x)0 sin xdx = π sin
π

2
− 0−

Z π
2

0

2 sin xdx

= π +
h
2 cosx

iπ
2

0
= π + 2 cos

π

2
− 2 cos 0 = π − 2

問 次の定積分の値を求めよ。

(1)

Z π

0

x2 sin xdx

(2)

Z π
2

0

x2 cos xdx

(3)

Z π

−π
x2 sin(2x)dx
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< 定積分の練習 (1) >

問 次の定積分を求めよ。

(1)

Z 3

−1
dx

(2)

Z √e
1

dx

x

(3)

Z 1

0

3
√
xdx

(4)

Z π

0

(3 sin x− 4 cosx)dx

(5)

Z 2

1

3x2 − 4x+ 1
x2

dx

(6)

Z 9

1

dx√
x

(7)

Z π
4

−π
3

dx

cos2 x

(8)

Z 2

0

1

3x+ 1
dx

(9)

Z 3

2

dx

x2 − 1

(10)

Z π

0

sin 2x cosxdx

(11)

Z π
2

0

sin2 xdx

(12)

Z π
4

−π
4

cos2(2x)dx

(13)

Z 2

−2
e3x−1dx

(14)

Z 1

−1
xe−x

2

dx
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< 定積分の練習 (2) >

問 次の定積分を求めよ。

(1)

Z 1

0

1

(3x+ 1)5
dx

(2)

Z 10

1

√
5x− 1dx

(3)

Z 1

0

x2

(x3 + 1)4
dx

(4)

Z 1

0

3x

x2 + 1
dx

(5)

Z 1

0

x(x+ 1)4dx

(6)

Z π
2

0

x cosxdx

(7)

Z π

0

x sin xdx

(8)

Z e2

e

log xdx

(9)

Z 1

−1
xexdx

(10)

Z π

0

x2 cos xdx
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< 和の記号
P
>

数列の和を表すのに，記号
P

を使って次のように表す。

aj + aj+1 + aj+2 + · · ·+ an =
nX
k=j

ak

例1
5X
k=1

ak = a1 + a2 + a3 + a4 + a5 ，

4X
k=2

k3 = 23 + 33 + 43

12 + 22 + 32 + · · ·+ 1002 =
100X
k=1

k2 ， 1 + 2 + 4 + 8 + · · ·+ 2n−1 =
n−1X
k=0

2k

問1 次の和を記号
P

を使って表せ。

(1) 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 (2) 12 + 22 + 32 + · · ·+ (n− 1)2

(3) 1 + 2 + 3 + · · ·+ n (4)
12

n2
+
22

n2
+
32

n2
+ · · ·+ n

2

n2

記号
P

の定義から次の公式が得られる。

①

nX
k=1

1 = n，②

nX
k=1

k =
n(n+ 1)

2
，③

nX
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
，④

nX
k=1

k3 =

½
n(n+ 1)

2

¾2

例2 12 + 22 + 32 + · · ·+ 102 =
10X
k=1

k2 =
10× 11× 21

6
= 385

例3
n−1X
k=1

µ
kx

n

¶3
x

n
=

Ã
n−1X
k=1

k3

!
x4

n4
=

½
(n− 1)n

2

¾2
× x

4

n4
=
(n− 1)2
4n2

x4

問2 次の和を求めよ。

(1) 1 + 2 + 3 + · · ·+ 1000

(2) 12 + 22 + 32 + · · ·+ (n− 1)2

(3)
12

n3
+
22

n3
+
32

n3
+ · · ·+ n

2

n3

(4)

n−1X
k=1

µ
k

n

¶2
× 1

n

(5)

nX
k=1

µ
k

n

¶3
× 1

n

(6)

n−1X
k=1

µ
kx

n

¶2
× x
n
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< 和の極限値 >

例 lim
n→∞

½
12

n3
+
22

n3
+
32

n3
+ · · ·+ n

2

n3

¾
= lim

n→∞

nX
k=1

k2

n3

= lim
n→∞

Ã
nX
k=1

k2

!
× 1

n3
= lim

n→∞
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
× 1

n3
= lim

n→∞
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2

= lim
n→∞

(1 + 1
n
)(2 + 1

n
)

6
=
2

6
=
1

3

問 次の極限値を求めよ。ただし xは定数である。

(1) lim
n→∞

½
12

n3
+
22

n3
+
32

n3
+ · · ·+ (n− 1)

2

n3

¾

(2) lim
n→∞

n−1X
k=1

µ
k

n

¶3
× 1

n

(3) lim
n→∞

n−1X
k=1

µ
kx

n

¶2
× x
n

(4) lim
n→∞

nX
k=1

µ
kx

n

¶3
× x
n
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< 区分求積法 (1) >

　曲線で囲まれた領域の面積を求める方法の 1つとして以下

で述べる区分求積法を紹介する。関数 f(x)は a 5 x 5 bの範

囲で正 (f(x) > 0)でかつ増加関数とする。図 1の斜線部分の

面積 Sを求めたい。

図 2と図 3は aから bまでを 4等

分して階段状の領域 (斜線部分)の

面積を S4と S∗4 とする。図より

S4 < S < S
∗
4

である。

図 4と図 5は aから bまでを 8等

分し，斜線部分の面積を S8 と S∗8
とする。図より

S4 < S8 < S < S
∗
8 < S

∗
4

である。

図 6と図 7は aから bまでを 16等

分し，階段状の領域の面積を S16

と S∗16とする。図より

S8 < S16 < S < S
∗
16 < S

∗
8

である。

図 8と図 9は aから bまでを 32等

分し，階段状の領域の面積を S32

と S∗32とする。図より

S16 < S32 < S < S
∗
32 < S

∗
16

である。

　以上より S4 < S8 < S16 < S32 < S < S
∗
32 < S

∗
16 < S

∗
8 < S

∗
4 である。面積 Sに最も近

いのが S32と S∗32である。等分を細かくしていくほど Sに近い値がわかる。そこで aか

ら bまでを n等分し，階段状の領域を作り，その面積を Snと S∗nとおくと

S1 < S2 < · · · < Sn < · · · < S < · · · < S∗n < · · · < S∗2 < S∗1
となり極限をとると

lim
n→∞

Sn 5 S 5 lim
n→∞

S∗n

である。この両方の極限が一致する時面積 Sが求まる。この方法を区分求積法という。
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< 区分求積法 (2) >

例 　曲線 y = x2と x軸および直線 x = 1とで囲まれ

た領域の面積S(図 1)を求めたい。前ページの区分

求積法を適用する。0から 1までを n等分し，分割

した分点を

0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = 1

とする。分割した小区間の幅は
1

n
だから

x1 =
1

n
, x2 =

2

n
, · · · , xn−1 =

n− 1
n

, xn =
n

n

となる。図 2の斜線部分の面積を Snとすると

Sn = (x1)
2 × 1

n
+ (x2)

2 × 1

n
+ · · ·+ (xn−1)2 ×

1

n

である。

問1
n−1X
k=1

k2の公式を用いて，Snを nだけの式で表せ。

問2 次の値を求めよ。

S1 = ，S2 = ，S3 =

問3 Snの極限値を求めよ。

lim
n→∞

Sn =



2005年度 基礎数学ワークブック初級編 「数学 2」− 35 −

< 区分求積法 (3) >

問 前ページの図 1の斜線部分の面積 Sを求めたい。以下の問に答えよ。

区間 [0，1] = {x : 0 5 x 5 1}を n等分した分

点を

0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = 1
とおくと

xk =
k

n
(k = 0, 1, 2, · · · , n)

となる。これに対し，右図斜線部分の面積をS∗n

とおく。

(1) S∗nを nだけの式で表せ。

(2) 次の値を求めよ。

S∗1 = ，S∗2 = ，S∗3 =

(3) S∗nの極限値を求めよ。

lim
n→∞

S∗n =

(4) 前ページ図 2の Snに対し Sn < S < S
∗
nであるから

lim
n→∞

Sn 5 S 5 lim
n→∞

S∗n

である。前ページの問 3と上の (5)の結果を用いて Sの値を求めよ。

S =
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< 区分求積法 (4) >

図 1の斜線部分の面積 Sを求めたい。以下の問に答えよ。

問1 0から 1を n等分し，分点を 0 = x0 < x1 < x2 <

· · · < xn−1 < xn = 1とする。図 2の斜線部分の面

積 Snは

Sn = (x1)
3 × 1

n
+ (x2)

3 × 1

n
+ · · ·+ (xn−1)3 ×

1

n

である。

(1) Snを nだけの式で表せ。

(2) Snの極限値を求めよ。

lim
n→∞

Sn =

問2 図 3の斜線部分の面積を S∗nとする。

S∗nを nだけの式で表し，その極限値を求めよ。

S∗n =

lim
n→∞

S∗n =

問3 図 1の斜線部分の面積 Sに対し，図 2と図 3より Sn < S < S
∗
nであるから

lim
n→∞

Sn 5 S 5 lim
n→∞

S∗n

である。Sの値を求めよ。

S =
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< 区分求積法 (5) >

図 1の斜線部分の面積 S(x)を求めたい。

問1 0から xまでを n等分し，分割した分点を

0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = x

とする。分割した小区間の幅は
x

n
であるから

x1 =
x

n
，x2 =

2x

n
，· · ·，xn =

nx

n

となる。

(図 1)(1) 図 2の斜線部分の面積を Sn(x)とする。

Sn(x)を nと xだけの式で表せ。

(図 2)

(2) Sn(x)の極限値を求めよ。

lim
n→∞

Sn(x) =

問2 図 3の斜線部分の面積を S∗n(x)とする。

(1) S∗n(x)を nと xだけの式で表せ。

S∗n(x) =

(2) S∗n(x)の極限値を求めよ。

lim
n→∞

S∗n(x) = (図 3)

問3 図より Sn(x) < S(x) < S
∗
n(x)であるから

lim
n→∞

Sn(x) 5 S(x) 5 lim
n→∞

S∗n(x)

である。S(x)を求めよ。

S(x) =
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< 区分求積法 (6) >

図 1の斜線部分の面積 S(x)を求めたい。

問1 0から xまでを n等分し，分割した分点を

0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = x

とする。

(1) 図 2の斜線部分の面積を Sn(x)とする。

Sn(x)を nと xだけの式で表せ。

(2) Sn(x)の極限値を求めよ。

lim
n→∞

Sn(x) =

問2 図 3の斜線部分の面積を S∗n(x)とする。

(1) S∗n(x)を nと xだけの式で表せ。

S∗n(x) =

(2) S∗n(x)の極限値を求めよ。

lim
n→∞

S∗n(x) =

問3 図より Sn(x) < S(x) < S
∗
n(x)であるから

lim
n→∞

Sn(x) 5 S(x) 5 lim
n→∞

S∗n(x)

である。S(x)を求めよ。

S(x) =
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< 面積関数 (1) >

正の値をとる関数 f(x)に対し，右図の斜線

部分の面積を S(x)とする。

問1 下図を参考にして，次の場合の S(x)を求めよ。

(1) f(x) = 1のとき S(x) = (2) f(x) = xのとき S(x) =

問2 下図と 37，38ページの結果を参考にして，次の場合の S(x)を求めよ。

(1) f(x) = x2のとき S(x) = (2) f(x) = x3のとき S(x) =

問3 上記の結果を参考にして，次の場合の S(x)を類推せよ。

(1) f(x) = x4のとき S(x) =

(2) f(x) = xnのとき S(x) =

問4 上の結果から考えて，一般の正の関数 f(x)に関する面積関数をS(x)とするとき，

f(x)と S(x)にはどんな関係があるか類推せよ。
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< 面積関数 (2) >

正の値をとる関数 f(x)に対し，右図の斜線部分
の面積を S(x)とすると

(∗) S 0(x) = f(x)

が成り立つ。

[証明のアイデア]

関数 f(x)が単調増加すなわち

x1 < x2 のとき f(x1) < f(x2)

であるとき (∗)を証明する。

導関数の定義より

S0(x) = lim
h→0

S(x+ h)− S(x)
h

である。ここで S(x+ h)−S(x)は図 3の斜線部分の面
積を意味する。図 4の 2つの長方形の面積と比べると

f(x)× h 5 S(x+ h)− S(x) 5 f(x+ h)× h

であるから

f(x) 5 S(x+ h)− S(x)
h

5 f(x+ h)

となる。ここで h→ 0の極限値を考えると

f(x) 5 lim
h→0

S(x+ h)− S(x)
h

5 lim
h→0

f(x+ h)

であるから

f(x) 5 S0(x) 5 f(x)

となって (∗)が成立する。

問 f(x)が単調減少すなわち

x1 < x2 のとき f(x1) > f(x2)

であるとき (図 5)，「S0(x) = f(x)」を証明せよ。

(図 1)

(図 2)

(図 3)

(図 4)

(図 5)
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< 区分求積法による定積分の特徴付け >

定数 a, b (a < b)に対し、区間 [a, b] = {x : a 5 x 5 b}
を n等分した分点を

x0 = a < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b
とおくと

xk = a+ k

µ
b− a
n

¶
(k = 0, 1, 2, · · · , n)

となる。[a, b]で連続な関数 f(x)に対し、

Sn =
n−1X
k=0

f(xk)×
µ
b− a
n

¶
=
©
f(x0) + f(x1) + · · ·+ f(xn−1)

ªb− a
n

S∗n =
nX
k=1

f(xk)×
µ
b− a
n

¶
=
©
f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

ªb− a
n

とおく。

[定理1] 次の極限値が両方とも存在する。

lim
n→∞

Sn , lim
n→∞

S∗n

(証明略)

[定理2] lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

S∗n

(証明) lim
n→∞

(S∗n − Sn) = lim
n→∞

©
f(xn)− f(x0)

ªb− a
n

= lim
n→∞

©
f(b)− f(a)

ªb− a
n

= 0

よって定理 2が示された。

[定理3] 定理 2の極限値は f(x)の aから bまでの定積分の値に等しい。

lim
n→∞

n−1X
k=0

f(xk)

µ
b− a
n

¶
= lim
n→∞

nX
k=1

f(xk)

µ
b− a
n

¶
=

Z b

a
f(x)dx

(証明略)

(注 1) 定理 3を「区分求積法による定積分の特徴付け」ということにする。

(注 2) f(x)が正
¡
f(x) > 0

¢
で増加関数のとき、Snと S∗nは図 1と図 2の斜線部分の面積

を表す。図 3の斜線部分の面積を Sとすると Sn 5 S 5 S∗nである。従って

lim
n→∞

Sn 5 S 5 lim
n→∞

S∗nである。定理 2より lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

S∗n = S。従って f(x)が

正で増加関数の場合は定理 3より

Z b

a

f(x)dx = Sがわかる。f(x)が減少関数の

場合も同様である。一般の連続関数は増加関数と減少関数の和として表される。
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< 面積 (1) >

a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0の場合に aから bまで

の定積分

Z b

a

f(x)dxの値は図 1の斜線部分の面積S の

値を表す。

(∗) S =

Z b

a

f(x)dx

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

< (∗)式の概略>

区分求積法による定積分の特徴付けよりZ b

a
f(x)dx = lim

n→∞

nX
k=1

f(xk)
b− a
n

µ
xk = a+ k

µ
b− a
n

¶¶

において

nX
k=1

f(xk)
b− a
n

は図 2の斜線部分の面積である。n

が限りなく大きくなると図 3のようになり，図 1の面積 S

に近づく。すなわち

lim
n→∞

nX
k=1

f(xk)
b− a
n

= S

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

例 曲線 y = sin xと 2直線 x =
π

3
と x =

5π

6
および x

軸で囲まれる部分の面積 S(図 4)を求める。

S =

Z 5
6
π

π
3

sin xdx =
£
− cosx

¤ 5
6
π

π
3

=

√
3 + 1

2

問 次の曲線と 2直線および x軸で囲まれる部分の面積を求めよ。

(1) y = ex，x = 0，x = 1 (2) y =
√
x，x = 1，x = 9

(3) y =
1

x2
，x = 1，x = 2 (4) y =

1

x
，x = 1，x = 2
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< 面積 (2) >

a 5 x 5 bの範囲で f(x) = g(x)である場合，2曲

線 y = f(x)，y = g(x)と 2直線 x = a，x = bで囲

まれる部分の面積 Sは

(∗) S =

Z b

a

{f(x)− g(x)} dx

<証明略>

問1 a 5 x 5 bの範囲でg(x) < 0の場合，曲線y = g(x)

と 2直線 x = a，x = bおよび x軸で囲まれる部分

の面積 Sを g(x)に関する定積分で表せ。

問2 図 3の斜線部分の面積 Sを求めよ。

問3 次の曲線や直線で囲まれる部分の面積を求めよ。

(1) y =
√
x，y = x2

(2) y =
1

x
，y = −1

4
x+

5

4
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< 面積 (3) >

例 半径 3の円の面積 Sを求めたい。原点を中心

として半径 3の円の方程式は

x2 + y2 = 9

である。yについて解くと

y = ±
√
9− x2

である。これは円を上半円 (y =
√
9− x2)と

下半円 (y = −
√
9− x2)に分けたものである。

従って
1

4
円の面積は

S/4 =

Z 3

0

√
9− x2dx

である。25ページ例題より

Z 3

0

√
9− x2dx = 9π

4
。 よって (答) S = 9π

問1 半径 aの円の面積を求めよ。

問2 図 2の斜線部分の面積 Sを求めよ。
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< 偶関数・奇関数の定積分 >

例1
Z 1

−1
x2dx =

∙
1

3
x3
¸1
−1
=
1

3
× 13 − 1

3
× (−1)3 = 1

3
+
1

3
=
2

3

(注) 定積分の幾何学的意味より、
R 1
−1 x

2dxは右図斜線部分の面積

を表す。y = x2 は y軸対象だから左右の面積が等しいのでZ 0

−1
x2dx =

Z 1

0

x2dx

となるからZ 1

−1
x2dx =

Z 0

−1
x2dx+

Z 1

0

x2dx = 2

Z 1

0

x2dx = 2×
∙
1

3
x3
¸1
0

= 2× 1
3
=
2

3

一般に f(x) = x2n (nは自然数)のときは f(−x) = f(x) (y軸対称)になる。

このような関数 f(x)を偶関数といい、Z a

−a
f(x)dx = 2

Z a

0

f(x)dx

µ
f(x)は偶関数

¶
がなりたつ。

例2
Z 1

−1
x3dx =

∙
1

4
x4
¸1
−1
=
1

4
× 14 − 1

4
× (−1)4 = 1

4
− 1
4
= 0

(注) 右図斜線部分の面積を S1 と S2 とおくとZ 0

−1
x3dx = −S1,

Z 1

0

x3dx = S2

よりZ 1

−1
x3dx =

Z 0

−1
x3dx+

Z 1

0

x3dx = −S1 + S2

となる。一方 y = x3 は原点対称だから S1 = S2 よりZ 1

−1
x3dx = 0

一般に f(x) = x2n−1 (nは自然数)のときは f(−x) = −f(x) (原点対称)になる。

このような関数 f(x)を奇関数といいZ a

−a
f(x)dx = 0

µ
f(x)は奇関数

¶
がなりたつ。

例3
Z 1

−1
(x3 + x4)d =

Z 1

−1
x3dx+

Z 1

−1
x4dx = 0 + 2

Z 1

0

x4dx = 2× 1
5
=
2

5

問 次の定積分を求めよ。

(1)

Z 1

−1
(x3 + x4 + x5)dx = (2)

Z 1

−1
(x+ x3 + x6)dx =

(3)

Z π
2

− π
2

(sin x+ cosx)dx = (4)

Z π
4

− π
4

³
1

cos2 x
+ tan x

´
dx =
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< 定積分の応用問題 >

問1 次の和を求めよ。

(1) 1+2+3+ · · ·+100 (2) 12+22+32+ · · ·+202 (3) 13+23+33+ · · ·+103

問2 次の極限値を求めよ。

(1) lim
n→∞

nX
k=1

¡
k
n

¢
× 1

n
(2) lim

n→∞

nX
k=1

¡
k
n

¢2 × 1
n

(3) lim
n→∞

nX
k=1

¡
k
n

¢3 × 1
n

問3 区分求積法による定積分の特徴付けを用いて、次の極限値を定積分で表せ。

(1) lim
n→∞

nX
k=1

f
¡
a+ k

¡
b−a
n

¢¢
× b−a

n

(2) lim
n→∞

nX
k=1

f
¡
k
n

¢
× 1

n

(3) lim
n→∞

nX
k=1

¡
k
n

¢4 × 1
n

問4 次の定積分の値を求めよ。

(1)

Z 1

−1
(x+ x2 + x3 + x4 + x5)dx

(2)

Z π
3

−π
3

(sin x+ cos x+ tan x)dx

問5 次の面積を求めよ。ただし a > 0である。

(1) 曲線 y =
1√
x
と x軸および 2直線 x = 1と x = 4で囲まれた部分

(2) 曲線 y = −x2 + 3と y = x2 − 2x− 1で囲まれた部分の面積

(3) y = x3と y = xで囲まれた部分の面積

(4) y = log xと x軸および直線 x = eで囲まれた部分の面積
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< 関数の極限 >

例1 lim
x→3

x3 − 8
x− 2 =

27− 8
3− 2 = 19

例2 lim
x→2

x3 − 8
x− 2 = lim

x→2
(x− 2)(x2 + 2x+ 4)

x− 2 = lim
x→2
(x2 + 2x+ 4) = 12

例3 lim
x→1

x4 − 1
x− 1 = lim

x→1
(x− 1)(x3 + x2 + x+ 1)

x− 1 = lim
x→1
(x3 + x2 + x+ 1) = 4

(注) 初項 an−1 , 公比 b
a
の等比数列の和の公式より

an−1 + an−2b+ an−3b2 + an−4b3 + · · ·+ a2bn−3 + abn−2 + bn−1 = an − bn
a− b

よって

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ an−3b2 + an−4b3 + · · ·+ a2bn−3 + abn−2 + bn−1)

例4 lim
x→3

x5 − 35
x− 3 = lim

x→3
(x− 3)(x4 + x3 × 3 + x2 × 32 + x× 33 + 34)

x− 3

= lim
x→3

(x4 + 3x3 + 9x2 + 27x+ 81) = 81× 5 = 405

問 次の関数の極限値を求めよ。

(1) lim
x→1

x2 − 16
x− 4 (2) lim

x→4
x2 − 16
x− 4

(3) lim
x→2

x3 − 27
x− 3 (4) lim

x→3
x3 − 27
x− 3

(5) lim
x→2

x4 − 16
x− 2

(6) lim
x→1

x5 − 1
x− 1
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< ロピタルの定理 (1) >

関数 f(x) と g(x) の x = a における微分係数は

f 0(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)
x− a , g0(a) = lim

x→a
g(x)− g(a)
x− a

である。もし f(a) = g(a) = 0 , g0(a) 6= 0 のときは

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f(x)−f(a)
x−a

g(x)−g(a)
x−a

=
f 0(a)

g0(a)
= lim

x→a
f 0(x)

g0(x)

となるので

f(a) = g(a) = 0¡
0
0

の型
¢ のとき lim

x→a
f(x)

g(x)
= lim

x→a
f 0(x)

g0(x)
(ロピタルの定理)

が成り立つ。これをロピタルの定理という。

例1 lim
x→1

x5 − 1
x− 1 を求めたい。 x = 1 を代入すると

0

0
の型になる。分子を因数分解して

lim
x→1

x5 − 1
x− 1 = limx→1

(x− 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1)
x− 1 = lim

x→1
(x4 + x3 + x2 + x+ 1) = 5

と計算するが、この因数分解は難しい。ロピタルの定理を使うと以下のように求まる。

lim
x→1

x5 − 1
x− 1 = limx→1

(x5 − 1)0
(x− 1)0 = limx→1

5x4

1
= 5× 14 = 5

例2 lim
x→e

log x− 1
x− e を求めたい。 x = e を代入すると分母・分子共に 0となるので

ロピタルの定理より

lim
x→e

log x− 1
x− e = lim

x→e
(log x− 1)0
(x− e)0 = lim

x→e

1
x
− 0

1− 0 = lim
x→e

1

x
=
1

e

問 次の極限値を求めよ。

(1) lim
x→2

x4 − 16
x− 2

(2) lim
x→1

ex − e
x− 1

(3) lim
x→0

sinx

x
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< ロピタルの定理 (2) >

前ページより f(a) = 0 , g(a) = 0 , g0(a) 6= 0 のとき

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a
f 0(x)

g0(x)
(ロピタルの定理)

がなり立つと書いたが正確には右辺の極限 lim
x→a

f 0(x)

g0(x)
が存在すれば g0(a) = 0

であってもロピタルの定理はなりたつ。

例1 lim
x→1

x6 − 6x+ 5
(x− 1)2 を求めたい。 x = 1 を代入すれば

0

0
の形になるので

ロピタルの定理より

lim
x→1

x6 − 6x+ 5
(x− 1)2 = lim

x→1
(x6 − 6x+ 5)0¡
(x− 1)2

¢0 = lim
x→1

6x5 − 6
2(x− 1) = limx→1 3×

x5 − 1
x− 1

となるが、最後の式は前ページ例 1の結果 lim
x→1

x5 − 1
x− 1 = 5 より

lim
x→1

x6 − 6x+ 5
(x− 1)2 = 3× lim

x→1
x5 − 1
x− 1 = 3× 5 = 15

(注) 極限が
0

0
の形であればロピタルの定理が何度でも使える。

上の例 1は次のように計算してよい。

lim
x→1

x6 − 6x+ 5
(x− 1)2 = lim

x→1
(x6 − 6x+ 5)0¡
(x− 1)2

¢0 = lim
x→1

6x5 − 6
2(x− 1) = lim

x→1
(6x5 − 6)0¡
2(x− 1)

¢0 = lim
x→1

30x4

2
= 15

例2 lim
x→0

1− cosx
x2

= lim
x→0

(1− cosx)0
(x2)0

= lim
x→0

sin x

2x
= lim

x→0
(sin x)0

(2x)0
= lim

x→0
cosx

2
=
1

2

問 次の極限値を求めよ。

(1) lim
x→1

x5 − 1− 5(x− 1)
(x− 1)2

(2) lim
x→2

x5 − 32− 80(x− 2)
(x− 2)2

(3) lim
x→1

x4 − 1− 4(x− 1)− 6(x− 1)2
(x− 1)3

(4) lim
x→1

x5 − 1− 5(x− 1)− 10(x− 1)2 − 10(x− 1)3
(x− 1)4
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< 微分記号 >

変数 xの関数 f(x)の導関数

f 0(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

を以下の記号で表す。

f 0(x) =
df

dx
=
d

dx
f(x) =

d

dx
{f(x)}

全て同じ意味である。ここで
d

dx
という記号は「変数 xで微分する」という意味である。

例 定数 a, b, cに対し次式が成り立つ。

(1)
d

dx
(a) = 0 (2)

d

dx
(ax+ b) = a

(3)
d

dx
(ax2 + bx+ c) = 2ax+ b (4)

d

dx
{(ax+ b)3} = 3a(ax+ b)2

(5)
d

dx
(a3x5) = 5a3x4 (6)

d

dx
{2a3(x− a)4} = 8a3(x− a)3

(注) (1)のように xのついていない項を微分すると 0(ゼロ)になる。

問 定数 a, b, cに対し次の導関数を求めよ。

(1)
d

dx
{a3 + b4 + c2} , (2)

d

dx
{a3 + b4x+ c5x2}

(3)
d

dx
{(a+ b)3 − c4} , (4)

d

dx
{(a− b)2x− c3}

(5)
d

dx
{a4(x− b)} , (6)

d

dx
{a3(x+ c)2}

(7)
d

dx
{(ax+ b)4} , (8)

d

dx
{(x− a)5}

(9)
d

dx
{a3(x− a)3} , (10)

d

dx
{4a3(x− b)4}

(11)
d

dx
{x2 − a2 − 2a(x− a)}

(12)
d

dx
{x3 − a3 − 3a2(x− a)− 6a(x− a)2}
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< ロピタルの定理 (3) >

ロピタルの定理を微分記号 d
dx

を用いて書きなおすと以下

のようになる。

<ロピタルの定理>

関数 f(x) , g(x) と定数 aに対して、

f(a) = 0 , g(a) = 0

でありかつ極限値

lim
x→a

d
dx
f(x)

d
dx
g(x)

= lim
x→a

f 0(x)

g0(x)

が存在すれば

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

d
dx
f(x)

d
dx
g(x)

例 lim
x→a

x3 − a3 − 3a2(x− a)
(x− a)2 = lim

x→a

d
dx
{x3 − a3 − 3a2(x− a)}

d
dx
{(x− a)2}

= lim
x→a

3x2 − 3a2
2(x− a) = lim

x→a

d
dx
{3x2 − 3a2}
d
dx
{2(x− a)}

= lim
x→a

6x

2
=

6a

2
= 3a

問 (1) lim
x→a

x2 − a2 − 2a(x− a)
(x− a)2

(2) lim
x→a

x4 − a4 − 4a3(x− a)
(x− a)2

(3) lim
x→a

x5 − a5 − 5a4(x− a)
(x− a)2
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< ロピタルの定理 (4) >

例 lim
x→a

x5 − a5 − 5a4(x− a)− 10a3(x− a)2
(x− a)3

= lim
x→a

d
dx
{x5 − a5 − 5a4(x− a)− 10a3(x− a)2}

d
dx
{(x− a)3}

= lim
x→a

5x4 − 5a4 − 20a3(x− a)
3(x− a)2

= lim
x→a

d
dx
{5x4 − 5a4 − 20a3(x− a)}

d
dx
{3(x− a)2}

= lim
x→a

20x3 − 20a3
6(x− a)

= lim
x→a

d
dx
{20x3 − 20a3}
d
dx
{6(x− a)} = lim

x→a
60x2

6
= 10a2

問 次の極限値を求めよ。

(1) lim
x→a

x4 − a4 − 4a3(x− a)− 6a2(x− a)2
(x− a)3

(2) lim
x→a

x6 − a6 − 6a5(x− a)− 15a4(x− a)2
(x− a)3

(3) lim
x→a

x7 − a7 − 7a6(x− a)− 21a5(x− a)2 − 35a4(x− a)3
(x− a)4
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< 関数の 1次近似 >

関数 y = f(x) の x = a における微分係数は f 0(a) = lim
∆x→0

f(a+∆x)− f(a)
∆x

である。

x = a+∆x とおけば, ∆x→ 0 のとき x→ a より

lim
∆x→0

f(a+∆x)− f(a)
∆x

= lim
x→a

f(x)− f(a)
x− a = f 0(a)

である。従って、xが aに十分近いとき (x ; a のとき)

f(x)− f(a)
x− a ; f 0(a)

とみなせる。よって

x ; aのとき f(x) ; f(a) + f 0(a)(x− a)

が成り立つ。右辺は xの 1次式であるから，これを

x = aの近くでの 1次近似式という。右辺の式は直線

y = f(a) + f 0(a)(x− a) (接線)

を表すが，これは曲線 y = f(x)上の点 (a, f(a))における接線の方程式である。

すなわち，曲線を接線で近似するのが一次近似式である。

例 f(x) = x4のとき f 0(x) = 4x3，f(a) = a4，f 0(a) = 4a3より

x4の 1次近似式は

x ; aのとき x4 ; a4 + 4a3(x− a)

問 f(x)が次の関数の場合に x = aの近くでの 1次近似式を求めよ。

(1) f(x) = x6 (2) f(x) =
√
x

(3) f(x) = log x (4) f(x) = sinx

(5) f(a) = cos x (6) f(x) = ex



2005年度 基礎数学ワークブック初級編 「数学 2」− 54 −

< 関数の高次近似 (1) >

例 関数 f(x)と定数 aに対し、f(a), f 0(a), f 00(a)は定数だから

d

dx
{f(x)} = f 0(x) ,

d

dx
{f(a)} = 0

d

dx
{f 0(x)} = f 00(x) ,

d

dx
{f 0(a)} = 0

d

dx
{f 00(x)} = f 000(x) ,

d

dx
{f 00(a)} = 0

である。これらを組み合わせると，

d

dx
{f(x)− f(a)} = f 0(x) ,

d

dx
{f 0(x)− f 0(a)} = f 0(x)

d

dx
{f 0(a)(x− a)} = f 0(a)× d

dx
{(x− a)} = f 0(a)× 1 = f 0(a)

d

dx
{f 00(a)(x− a)2} = f 00(a)× d

dx
{(x− a)2} = f 00(a)× 2(x− a) = 2f 00(a)(x− a)

等がわかる。

問 関数 f(x)と定数 aに対して，次の導関数を求めよ。

(1)
d

dx
{f(x)− f(a)− f 0(a)(x− a)}

(2)
d

dx
{f 0(x)− f 0(a)− f 00(a)(x− a)}

(3)
d

dx
{f(x)− f(a)− f 0(a)(x− a)− 1

2
f 00(a)(x− a)2}

(4)
d

dx
{f 0(x)− f 0(a)− f 00(a)(x− a)− 1

2
f 000(a)(x− a)2}

(5)
d

dx
{f(x)− f(a)− f 0(a)(x− a)− 1

2
f 00(a)(x− a)2 − 1

6
f 000(a)(x− a)3}
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< 関数の高次近似 (2) >

例 関数 f(x)と定数 aに対し，極限 lim
x→a

f(x)− f(a)− f 0(a)(x− a)
(x− a)2

を求めたい。x = aを代入すると 0
0
の型になるのでロピタルの定理が使える。

lim
x→a

f(x)− f(a)− f 0(a)(x− a)
(x− a)2 = lim

x→a

d
dx
{f(x)− f(a)− f 0(a)(x− a)}

d
dx
(x− a)2

= lim
x→a

f 0(x)− f 0(a)
2(x− a) =

d
dx
{f 0(x)− f 0(a)}
d
dx
{2(x− a)}

= lim
x→a

f 00(x)

2
=
1

2
f 00(a)

問 例のようにロピタルの定理を何回か使って次の極限値を求めよ。

(1) lim
x→a

f(x)− f(a)− f 0(a)(x− a)− 1
2
f 00(a)(x− a)2

(x− a)3

(2) lim
x→a

f(x)− f(a)− f 0(a)(x− a)− 1
2
f 00(a)(x− a)2 − 1

6
f 000(a)(x− a)3

(x− a)4
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< 関数の高次近似 (3) >

例1 前ページの例より

lim
x→a

f(x)− f(a)− f 0(a)(x− a)
(x− a)2 =

1

2
f 00(a)

である。従って xが aに十分近い時は

f(x)− f(a)− f 0(a)(x− a)
(x− a)2 ; 1

2
f 00(a)

とみなせる。両辺に (x− a)2をかけると

f(x)− f(a)− f 0(a)(x− a) ; 1

2
f 00(a)(x− a)2

よって f(a) + f 0(a)(x− a) を両辺に加えると

x ; aのとき f(x) ; f(a) + f 0(a)(x− a) + 1
2
f 00(a)(x− a)2

が成り立つ。右辺は xの 2次式であるから，これを x = aの近くでの

2次近似式という。

例2 前ページの問 (1)の結果より

x ; aのとき
f(x)− f(a)− f 0(a)(x− a)− 1

2
f 00(a)(x− a)2

(x− a)3 ; 1

6
f 000(a)

とみなせる。両辺に (x− a)3をかけると，

f(x)− f(a)− f 0(a)(x− a)− 1
2
f 00(a)(x− a)2 ; 1

6
f 000(a)(x− a)3

よって

x ; aのとき f(x) ; f(a) + f 0(a)(x− a) + 1
2
f 00(a)(x− a)2 + 1

6
f 000(a)(x− a)3

が成り立つ。この場合は 3次式なので x = aの近くでの 3次近似式という。

問 前ページの問 (2)の結果を使って，関数 f(x)の x = aの近くでの 4次近似式を求
めよ。

(解)

4次近似式

x ; aのとき

f(x) ;
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< 高階微分係数 >

関数 f(x)の n階導関数を f (n)(x)と書く。たとえば

f 0(x) = f (1)(x), f 00(x) = f (2)(x), f 000(x) = f (3)(x), f 0000(x) = f (4)(x)

のように書く。又、n階導関数の x = aにおける値 f (n)(a)を x = a

における n階微分係数という。

例 (1) f(x) = x5のとき

f (1)(x) = 5x4, f (2)(x) = 20x3, f (3)(x) = 60x2, f (4)(x) = 120x

より，x = 2における 4階までの微分係数は，

f (1)(2) = 80, f (2)(2) = 160, f (3)(2) = 240, f (4)(2) = 240

(2) f(x) = cosxのとき

f (1)(x) = − sin x, f (2)(x) = − cosx, f (3)(x) = sin x, f (4)(x) = cosx
f (5)(x) = − sin x, f (6)(x) = − cosx, f (7)(x) = sin x, f (8)(x) = cosx
より x = 0における 8階までの微分係数は

f (1)(0) = 0, f (2)(0) = −1, f (3)(0) = 0, f (4)(0) = 1
f (5)(0) = 0, f (6)(0) = −1, f (7)(0) = 0, f (8)(0) = 1

問 (1) f(x) = exの 4階導関数 f (4)(x)を求め，x = 0における

4階微分係数 f (4)(0)を求めよ。

(2) f(x) = exの n階導関数 f (n)(x)を求め，x = 0における

n階微分係数 f (n)(0)を求めよ。

(3) f(x) = sinxの 8階までの導関数 (f (1)(x) ∼ f (8)(x))を求め，

x = 0における 8階微分係数 (f (1)(0) ∼ f (8)(0))を求めよ。
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< 関数のn次近似 >

56ページの結果から，関数 f(x)の x = aの近くでの 4次近似式は

f(n) ; f(a) + f (1)(a)(x− a) + 1
2
f (2)(a)(x− a)2 + 1

6
f (3)(a)(x− a)3 + 1

24
f (4)(a)(x− a)4

となる。ここで階乗 n! = 1× 2× 3× · · · × (n− 1)× nの記号を用いると、

1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24より，f(x)の 4次近似式は

x ; aのとき

f(n) ; f(a) + 1

1!
f (1)(a)(x− a) + 1

2!
f (2)(a)(x− a)2 + 1

3!
f (3)(a)(x− a)3 + 1

4!
f (4)(a)(x− a)4

となる。一般に n次近似式は

x ; aのとき

f(n) ; f(a) + 1

1!
f (1)(a)(x− a) + 1

2!
f (2)(a)(x− a)2 + · · ·+ 1

n!
f (n)(a)(x− a)n (n次近似式)

となる。

例 f(x) = exのとき f (n)(x) = exより f (n)(4) = e4である。

従って f(x) = exの x = 4の近くでの n次近似式は

x ; 4のとき

ex ; e4 + e4(x− 4) + 1

2!
e4(x− 4)2 + 1

3!
e4(x− 4)3 + · · ·+ 1

n!
e4(x− 4)n

である。

問 f(x) = exに対し，次の n次近似式を求めよ。

(1) x = aの近くでの n次近似式

x ; aのとき

ex ;

(2) x = 1の近くでの n次近似式

(3) x = 0の近くでの n次近似式
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< テーラー展開 >

関数 f(x)の x = aの近くでの n次近似式

f(x) ; f(a) + 1

1!
f (1)(a)(x− a) + 1

2!
f (2)(a)(x− a)2 + · · ·+ 1

n!
f (n)(a)(x− a)n

は，次数 nが大きくなるほど，近似の精度が上がる。xが aに十分近くなくても，

nを大きくすれば近似できる。ここで nを限りなく大きくすると，近似式の右辺は

無限級数となり，それが収束する場合は両辺が一致する。

この極限の式

f(x) = f(a) +
1

1!
f (1)(a)(x− a) + 1

2!
f (2)(a)(x− a)2 + 1

3!
f (3)(a)(x− a)3 + · · ·

を関数 f(x)の x = aの近くでのテーラー展開という。

(注)近似式 (;)ではなく，等式 (=)であることに注意する。

例 f(x) = exの x = 2の近くでのテーラー展開を求めたい。f (n)(x) = exであるから

f(2) = e2, f (1)(2) = e2, f (2)(2) = e2, f 3(2) = e2, · · · f (n)(2) = e2

となるので x = 2の近くでのテーラー展開は

ex = e2 + e2(x− 2) + 1

2!
e2(x− 2)2 + 1

3!
e2(x− 2)3 + 1

4!
e2(x− 2)4 + · · ·

· · ·+ 1

n!
e2(x− 2)n + · · ·

となる。

問1 f(x) = exに対し，x = aの近くでのテーラー展開を求めよ。

問2 f(x) = exに対し，aが次の場合の x = aの近くでのテーラー展開を求めよ。

(1) a = 1

(2) a = 0
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< マクローリン展開 (1) >

関数 f(x)の x = 0の近くでのテーラー展開

f(x) = f(0) +
1

1!
f (1)(0)x+

1

2!
f (2)(0)x2 +

1

3!
f (3)(0)x3 + · · ·

をマクローリン展開という。前ページの問 2(2)では f(x) = exの

マクローリン展開を求めた。

すなわち

ex = 1 + x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 +

1

4!
x4 +

1

5!
x5 + · · ·

となる。

例 f(x) = cos(x)のとき，57ページの例より

f (1)(0) = 0, f (2)(0) = −1, f (3)(0) = 0, f (4)(0) = 1

f (5)(0) = 0, f (6)(0) = −1, f (7)(0) = 0, f (8)(0) = 1
で数列 {f (n)(0)}は，0,−1, 0, 1を 4項おきに繰り返す。

又，f(0) = cos 0 = 1だから f(x) = cosxのマクローリン展開は

cosx = 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 − 1

6!
x6 +

1

8!
x8 − 1

10!
x10 + · · ·

となる。

問1 57ページの結果を使って，f(x) = sinxのマクローリン展開を求めよ。

問2 次の極限値を求め，答えを階乗を用いた分数で表せ。

(1) lim
x→0

ex − 1− x− 1
2!
x2 − 1

3!
x3 − 1

4!
x4

x5

(2) lim
x→0

cosx− 1 + 1
2!
x2 − 1

4!
x4

x6

(3) lim
x→0

sin x− x+ 1
3!
x3 − 1

5!
x5

x7
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< マクローリン展開 (2) >

例1 前ページより sin xのマクローリン展開は

sin x = x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5 − 1

7!
x7 +

1

9!
x9 − 1

11!
x11 + · · ·

となる。以下の図のように sin xのグラフのx = 0の近くを近似していることがわかる。

< y = sinx > <1次近似>

<3次近似> <5次近似>

例2 cosxのマクローリン展開は

cosx = 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 − 1

6!
x6 +

1

8!
x8 − 1

10!
x10 + · · ·

となる。以下の図のように cos xのグラフの x = 0の近くを近似していることがわ
かる。

< y = cosx > <定数近似>

<2次近似> <4次近似>
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< マクローリン展開 (3) >

指数関数 exのマクローリン展開は

ex = 1 + x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 +

1

4!
x4 +

1

5!
x5 + · · ·+ 1

n!
xn + · · ·

となる。以下の図のように exのグラフのx = 0の近くを近似していることがわかる。

< y = ex > < 1次近似 > < 2次近似 >

< 3次近似 > < 4次近似 > < 5次近似 >

上の図からわかるように 4次関数 1 + x+ 1
2!
x2 + 1

3!
x3 + 1

4!
x4は−1 5 x 5 1の範囲

で exのグラフとほぼ一致している。従って次の近似式が成り立つ。

−1 5 x 5 1 のとき ex ; 1 + x+ 1

2!
x2 +

1

3!
x3 +

1

4!
x4

問 この近似式で x = 1とおくと

e ; 1 + 1 + 1

2!
+
1

3!
+
1

4!

となる。この式の右辺を計算することにより eの近似値を求めよ。
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< 練習問題 >

問1 次の極限値を求めよ。

(1) lim
x→1

x6 − 1
x− 1

(2) lim
x→0

sin x− x
x3

(3) lim
x→2

ex − e2 − e2(x− 2)
(x− 2)2

(4) lim
x→a

x4 − a4 − 4a3(x− a)− 6a2(x− a)2
(x− a)3

問2 次の近似式を求めよ。

(1) f(x) = sin xの x = aにおける 1次近似式

(2) f(x) = exの x = aにおける 1次近似式

(3) f(x) = x7の x = aにおける 1次近似式

(4) f(x)の x = aにおける 2次近似式

問3 f(x)が次の各場合にマクローリン展開を求めよ。

(1) f(x) = ex

(2) f(x) = sin x

(3) f(x) = cosx

問4 マクローリン展開を利用して，次の値を無限数列の和で表せ。

(1) e

(2) sin 1

(3) cos 1
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