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< 高次式の因数分解 >

例1 3次式 x3 − 8 は因数分解の公式

x3 − a3 = (x− a)(x2 + ax+ a2)
x3 + a3 = (x+ a)(x2 − ax+ a2)

によって
x3 − 8 = (x− 2)(x2 + 2x+ 4)

と因数分解できるが、
x2 + 2x+ 4 = 0

の解が、解の公式より
x = −1±√3i

であるから、
x2 + 2x+ 4 = (x+ 1−

√
3i)(x+ 1 +

√
3i)

と因数分解できるから、複素数の範囲では

x3 − 8 = (x− 2)(x+ 1−
√
3i)(x+ 1 +

√
3i)

まで因数分解できる。

例2 4次式 x4 − 16 は、実数の範囲では
x4 − 16 = (x2)2 − (4)2 = (x2 − 4)(x2 + 4)

= (x− 2)(x+ 2)(x2 + 4)

のように因数分解できるが、複素数の範囲では

x4 − 16 = (x− 2)(x+ 2)(x− 2i)(x+ 2i)
まで因数分解できる。

問 次式を複素数の範囲で因数分解せよ。

(1) x3 + 8

(2) x3 − 27

(3) x4 − 1
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< 高次方程式 >

例1 3次方程式

(1) x3 − 8 = 0
を考える。前ページの因数分解の式を使うと

x3 − 8 = (x− 2)(x+ 1−√3i)(x+ 1 +√3i) = 0
より

x− 2 = 0 , x+ 1−√3i = 0 , x+ 1 +√3i = 0
のいずれかであるから、(1)の解は（複素数の範囲では）

x = 2 , x = −1 +√3i , x = −1−√3i
となる。

例2 4次方程式

(2) x4 − 16 = 0
を考える。前ページの因数分解の式を使うと

x4 − 16 = (x− 2)(x+ 2)(x− 2i)(x+ 2i) = 0
より

x− 2 = 0 , x+ 2 = 0 , x− 2i = 0 , x+ 2i = 0
のいずれかであるから、(2)の解は（複素数の範囲では）

x = 2 , x = −2 , x = 2i , x = −2i
となる。

一般に n次式は、複素数の範囲では、n個の一次式の積に因数分解
される。（代数学の基本定理）

anx
n + an−1xn−1 + · · ·+ a2x2 + a1x+ a0

= an(x− z1)(x− z2) · · · (x− zn) (z1, z2, · · · , zn は複素数）

問 次の方程式の解を複素数の範囲で求めよ。

(1) x3 + 8 = 0

(2) x3 − 27 = 0

(3) x4 − 1 = 0
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< 共役複素数 >

3 + 2i と 3− 2i , 1−√3i と 1 +
√
3i

のように、虚部の符号だけが違う２つの複素数を 互いに共役
（きょうやく）という。一方は他方の 共役複素数 という。複素数 z
の共役複素数を z で表す。すなわち、実数 a, b に対し、

z = a+ bi のとき z = a− bi

である。従って z の共役複素数は z = a+ bi であるから

z = z

である。

例 (1) 2 + 3i = 2− 3i , (−1−√2i) = −1 +√2i

(2) 4 = 4 , (−5i) = 5i

(3) z = 3 + 2i のとき z = 3− 2i
z + z = (3 + 2i) + (3− 2i) = 6
zz = (3 + 2i)(3− 2i) = 32 + 22 = 13

問1 以下の複素数 z に対し、共役複素数 z を求めよ。

(1) z = 1 , z = (2) z = i , z =

(3) z = 1 + i , z = (4) z =
1 + i

2
, z =

問2 z = 1− 3i に対し、次式を計算せよ。

(1)
1

2
(z + z) (2)

1

2i
(z − z) (3) zz

= = =

問3 実数 a, b に対し、z = a+ bi とする。以下の値を a と b で表せ。

(1)
1

2
(z + z) (2)

1

2i
(z − z) (3) zz

= = =
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< 絶対値 >

複素数 z = a+ bi（ a, b は実数）に対し、

|z| = √a2 + b2

を z の 絶対値 という。

例１ z = 3 + 2i のとき

|z| = √32 + 22 = √13
問1 複素数 z が以下の場合に絶対値 |z| を求めよ。
(1) z = −1 (2) z = 7i (3) z =

√
5− 2i
3

|z| = |z| = |z| =

前ページの結果より複素数 z = a+ bi に対して

zz = a2 + b2 = |z|2
が成り立つ。

例2 z = 2 + 3i のとき

|z|2 = 22 + 32 = 13

z2 = (2 + 3i)2 = 22 + 2× 2× 3i− 32 = −5 + 12i

|z2| =p(−5)2 + (12)2 = √25 + 144 = √169 = 13
問2 以下の複素数 z に対して、 |z|2, z2, |z2| を求めよ。

(1) z = 2− 3i (2) z = 1− i

|z|2 = |z|2 =

z2 = z2 =

|z2| = |z2| =
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< 複素平面 1 >

定数が数直線上の点で表されたように、複
素数を平面上の点として表現する。実数
a, b に対し、複素数

z = a+ bi

を、右図のように、x軸上の目もりが a, y
軸上の目もりが b である xy 平面上の点
として表す。この平面を 複素平面または
ガウス平面 という。

例1 右図のように
実数 −2,−1, 0, 1, 2, 3 は全て

x軸上に並んでいる。この x軸
を 実軸 という。
純虚数 −2i,−i, i, 2i, 3i は全て
y 軸上に並んでいる。この y 軸
を 虚軸 という。

問1 例 1の右図の中に以下の複素数を図示せよ。

(1) 2 + i, (2) − 2− 2i, (3) 1 + 3i, (4) 3− 2i

例 2 a, b を正の数とする
と複素数 z = a+ bi は右図
の位置にあり、共役複素数

z = a− bi
は実軸に関して対称な位置
にある。
また、絶対値

|z| = √a2 + b2
は原点からの距離を表す。

問2 例 2 の右図上に −z および −z を図示せよ。
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< 複素平面 2 >

例 z1 = 2 + i , z2 = 1 + 2i

のとき以下の複素数

① z1 + z2 = 3 + 3i

② z1 − z2 = 1− i

③ −3
2
z1 = −3− 3

2
i

④ 2z2 − 2z1 = (2 + 4i)− (4 + 2i)
= −2 + 2i

を複素平面上に表すと右図のようになる。

①は z1と z2の和である。右図から四点 (原点 , z1 , z2 , z1 + z2)

を結ぶと平行四辺形になる。

③は z1の−3
2
倍である。z1と原点を結ぶ直線上に−3

2
z1がある。

問 z1 = 3 + i , z2 = 1 + 3i

のとき以下の複素数を

計算し、例のように

複素平面上に図示せよ。

① z1 + z2 =

② z1 − z2 =

③ −3
2
z1 =

④ 2z2 − 2z1 =
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< 複素数の i倍 >

複素数の和・差・実数倍はベクトルと同じであるが、複素数倍は別の

図形的な意味がある。一般の場合は後で説明するが、このページでは

i倍の図形的な意味を考える。

例 z =
√
3 + iに対し

iz = i(
√
3 + i) = −1 +√3i

i2z = i(iz) = i(−1 +√3i) = −√3− i
i3z = i(i2z) = i(−√3− i) = 1−√3i
i4z = i(i3z) = i(1−√3i) = √3 + i = z

右図より izは zを原点を中心として反時計

まわりに 90◦回転させたものであり、i2は izをさらに

90◦回転させたものであり、i3zは i2zをさらに 90◦回転させたもので

あり、i4zは i3zをさらに 90◦回転させたものであるからもとの zにもどる。

問 zが以下の場合に

iz , i2z , i3z , i4z

を求め、右図に記入せよ。

(1) z = 1 + i

iz =

i2z =

i3z =

i4z =

(2) z = 1 +
√
3i

iz =

i2z =

i3z =

i4z =

(1)

(2)
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< 極座標 1 >

座標平面上の原点O(0, 0)を中心として

半径 1の円周上の点P(X, Y )を考える、

角度 θが右図の場合に、三角関数の

定義から

X = cos θ , Y = sin θ

となるから点 P(X, Y )の座標は

(X, Y ) = (cos θ , sin θ)

と表される。

例 右図は半径 1の円周上の

点の x軸からの角度

(単位ラジアン)を内側に

書き、その点の座標を外側に

書いてある。この図から¡
0, 1

¢
=

µ
cos

³ π
2

´
, sin

³ π
2

´¶
³
−
√
3

2
,
1

2

´
=

µ
cos

³ 5
6
π
´
, sin

³ 5
6
π
´¶

³
−
√
2

2
,

√
2

2

´
=

µ
cos

³ 5
4
π
´
, sin

³ 5
4
π
´¶

³ 1
2
, −

√
3

2

´
=

µ
cos

³ 5
3
π
´
, sin

³ 5
3
π
´¶

となる。

問1 右図の ( , ) の中に

座標を書け。

問2 以下の座標を例のように三角関数を使って書きなおせ。

(1)
³ 1
2
,

√
3

2

´
=

(3)
¡−1, 0¢ =

(5)
¡
0, −1¢ =

(2)
³
−
√
2

2
,

√
2

2

´
=

(4)
³
−
√
3

2
,
1

2

´
=

(6)
³ √2
2
, −

√
2

2

´
=
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< 極座標 2 >

座標平面上の点 P(a, b)は原点O(0, 0)

からの距離が rで、x軸からの角度

が θ(右図)の位置にあるとする。

線分OA上にOP= 1となるような点

P(X, Y )をとる。前ページより

X = cos θ , Y = sin θ

となる。また三角形の相似比 X : a = Y : b = 1 : r より
a = rX , b = rY

となるから
a = r cos θ , b = r sin θ

より

(a , b) = (r cos θ , r sin θ) (極座標表示)

と表される。(r cos θ, r sin θ)を (a, b)の極座標という。

(注) r =
√
a2 + b2である。

例 (1)点A(−1, 1)は図 2より極座標になおすと
(−1, 1) =

³√
2 cos

¡
3
4
π
¢
,
√
2 sin

¡
3
4
π
¢´

(2)点B(−1,−√3)は図 3より
(−1,−√3) =

³
2 cos

¡
4
3
π
¢
, 2 sin

¡
4
3
π
¢´

<検算> 例の極座標表示が正しいかどうかは

三角関数の値を代入してみればわかる。

(1)
³√
2 cos

¡
3
4
π
¢
,
√
2 sin

¡
3
4
π
¢´

=
³√
2× ¡−√

2
2

¢
,
√
2× ¡√2

2

¢´
= (−1, 1)

(2)
³
2 cos

¡
4
3
π
¢
, 2 sin

¡
4
3
π
¢´

=
³
2× ¡−1

2

¢
, 2× ¡−√

3
2

¢´
= (−1,−√3)

問 次の座標を極座標になおせ。

(1)
¡
2 , 2

¢

(3)
¡√
3 , −1 ¢

(2)
¡−√3 , 1 ¢

(4)
¡ −3 , −3 ¢
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< 絶対値 1の複素数 >

複素数 z の絶対値が 1, つまり

|z| = 1
であるとき、 z は複素平面の中では、
原点 Oからの距離が 1 の単位円周上に
ある。今、右図のように実軸（ x軸）の
正の部分からの角度が θ であるとき、z
は

z = cos θ + i sin θ

と表される。

例 (1) θ = 0 のとき cos 0 + i sin 0 = 1

(2) θ = 90◦ =
π

2
のとき cos

³π
2

´
+ i sin

³π
2

´
= i

(3) θ = 30◦ =
π

6
のとき cos

³π
6

´
+ i sin

³π
6

´
=

√
3

2
+
1

2
i

問 次の三角関数で表されている複素数を簡単にせよ。

(1) cos
³π
4

´
+ i sin

³π
4

´
, (2) cos

³π
3

´
+ i sin

³π
3

´
, (3) cos

µ
2

3
π

¶
+ i sin

µ
2

3
π

¶
= = =

(4) cos

µ
3

4
π

¶
+ i sin

µ
3

4
π

¶
, (5) cos

µ
5

6
π

¶
+ i sin

µ
5

6
π

¶
, (6) cos (π) + i sin (π)

= = =

(7) cos

µ
7

6
π

¶
+ i sin

µ
7

6
π

¶
, (8) cos

µ
5

4
π

¶
+ i sin

µ
5

4
π

¶
, (9) cos

µ
4

3
π

¶
+ i sin

µ
4

3
π

¶
= = =

(10) cos

µ
3

2
π

¶
+ i sin

µ
3

2
π

¶
, (11) cos

µ
5

3
π

¶
+ i sin

µ
5

3
π

¶
, (12) cos

µ
7

4
π

¶
+ i sin

µ
7

4
π

¶
= = =
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< 極形式 1 >

複素数 z = a+ bi に対し、

|z| = r
で、右図のように x 軸の正の部分から
の角度が θ であるとき

a = r cos θ, b = r sin θ

となる。従って

z = r(cos θ + i sin θ) （極形式）

と表される。これを z の 極形式 という。このとき角 θ は複素数 z の 偏角 といい、

θ = arg(z)

という記号を使うこともある。

例 (1) z = 3i のとき右図より

r = |z| = 3, θ = 90◦ = π

2

だから

3i = 3

µ
cos
³π
2

´
+ i sin

³π
2

´¶
(2) z = −4 のとき右図より

r = |z| = 4, θ = 180◦ = π
だから

−4 = 4 (cos π + i sinπ)
(3) z = −2i のとき右図より
r = |z| = 2, θ = 270◦ = 3

2
π

だから

−2i = 2
Ã
cos

µ
3

2
π

¶
+ i sin

µ
3

2
π

¶!
（注）270◦の位置と −90◦ の位置は同じだ
から −2i = 2

µ
cos
³
−π
2

´
+ i sin

³
−π
2

´¶
としてもよい。

問 次の複素数を極形式になおせ。

(1) − i (2) − 1 (3)
√
2
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< 極形式 2 >

例 (1) z =
√
3 + i に対し、

r = |z| =
q
(
√
3)2 + 12 = 2

であり、右図より θ = 30◦ =
π

6
だから

√
3 + i = 2

µ
cos
³π
6

´
+ i sin

³π
6

´¶
(2) z = −2 + 2i に対し、

r = |z| =
p
(−2)2 + 22 = 2

√
2

であり、右図より θ = 135◦ =
3

4
π だから

−2 + 2i = 2
√
2

Ã
cos

Ã
3

4
π

!
+ i sin

µ
3

4
π

¶!
(3) z = 1−√3i に対し、

r = |z| =
q
12 + (−

√
3)2 = 2

であり、右図より θ = −60◦ = −π
3
だから

1−
√
3i = 2

µ
cos

µ
−π
3

¶
+ i sin

³
−π
3

´¶

問 以下の複素数を極形式になおせ。

(1) z = 1− i =

(2) z = −1− i =

(3) z =
√
2 +

√
2i =

(4) z = −3 +√3i =

(5) z =
√
6 +

√
2i =
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< 複素数の積 >

2つの複素数 z1, z2 が極形式で

z1 = r1 {cos(θ1) + i sin(θ1)}
z2 = r2 {cos(θ2) + i sin(θ2)}

と表されているとき、積 z1z2 は

z1z2 = r1r2(cos θ1 + i sin θ1)(cos θ2 + i sin θ2)

= r1r2 {(cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2) + i(sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2)}
= r1r2 {cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)}

となる。従って

z1z2 = r1r2 {cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)}

（注）上の計算で三角関数の加法定理

sin(θ1 + θ2) = sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2

cos(θ1 + θ2) = cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2
を用いた。

例 z = r(cos θ + i sin θ)

に
i = cos

³π
2

´
+ i sin

³π
2

´
をかけると、上の式より

iz = r
n
cos
³
θ +

π

2

´
+ i sin

³
θ +

π

2

´o
より、右図のように、 iz は z を原点を
中心として反時計まわりに 90◦ =

π

2
だ

け回転した位置にある。

問 z = r(cos θ + i sin θ) に対して、以下の複素数の積を極形式で表し、回転の角度
を求めよ。

(1)

Ã
1

2
−
√
3

2
i

!
z (2)

µ
1√
2
+

1√
2
i

¶
z (3) − z

= = =
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< 複素数の商 >

z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1) · · · (1)
z2 = r2(cos θ2 + i sin θ2) · · · (2)
に対し、

z1
z2
= r(cos θ + i sin θ)

とおくと

z1 =
z1
z2
× z2 = r(cos θ + i sin θ)× r2(cos θ2 + i sin θ2)

より
z1 = rr2 {cos (θ + θ2) + i sin (θ + θ2)}

(1)式と比較すれば
r1 = rr2, θ1 = θ + θ2

だから
r =

r1
r2
, θ = θ1 − θ2

よって

z1
z2
=
r1
r2

n
cos (θ1 − θ2) + i sin (θ1 − θ2)

o
例 z1 = 1 +

√
3i = 2

n
cos
³π
3

´
+ i sin

³π
3

´o
z2 = 1 + i =

√
2
n
cos
³π
4

´
+ i sin

³π
4

´o
より

1 +
√
3i

1 + i
=
z1
z2
=

2√
2

n
cos
³π
3
− π
4

´
+ i sin

³π
3
− π
4

´o
=
√
2
n
cos
³ π
12

´
+ i sin

³ π
12

´o
問 次の複素数の商を極形式で表せ。

(1)
1 +

√
3i

1−√3i =

(2)
−1− i
1 + i

=

(3)
−1− i
−√3 + i =
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< ド・モアブルの定理 >

複素数の積で

r1
¡
cos θ1 + i sin θ1

¢× r2¡cos θ2 + i sin θ2¢ = r1r2©cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)ª
であった。とくに r1 = r2 = 1 のときは

(cos θ1 + i sin θ1)× (cos θ2 + i sin θ2) = cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)
となる。ここで θ1 = θ2 = θ とすれば

(1)
¡
cos θ + i sin θ

¢2
=
¡
cos θ + i sin θ

¢× ¡cos θ + i sin θ¢ = cos(2θ) + i sin(2θ)
又、θ1 = 2θ , θ2 = θ とすれば

(2)
¡
cos θ + i sin θ

¢3
=
©
cos(2θ) + i sin(2θ)

ª× ¡cos θ + i sin θ¢ = cos(3θ) + i sin(3θ)
(1)と (2)を一般化すると、¡

cos θ + i sin θ
¢n

= cos(nθ) + i sin(nθ) (ド・モアブルの定理)

が任意の自然数 nに対して成立する。この公式をド・モアブルの定理という。

例
√
3 + i = 2

n
cos
³π
6

´
+ i sin

³π
6

´o
だから¡√

3 + i
¢6
= 26 ×

n
cos
³π
6

´
+ i sin

³π
6

´o6
= 64× ©cos(π) + i sin(π)ª = −64

問 次の計算をせよ。

(1)

µ √
3 + i

2

¶3
=

(2)

µ −1−√3i
2

¶6
=

(3)
¡
1− i¢4 =

(4)

µ −1− i
−√3 + i

¶12
=
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< 1の累乗根 >

例題
z6 = 1

をみたす複素数zをすべて求めよ。

(解) z = r(cos θ + i sin θ) とおくと

z6 = r6
¡
cos(6θ) + i sin(6θ)

¢
となる。一方 1を極形式で表すと

1 = cos 0+i sin 0 = cos(2π)+i sin(2π) = cos(4π)+i sin(4π) = · · ·
となる。z6 と等しいから

z6 = r6
¡
cos(6θ)+i sin(6θ)

¢
= cos(2nπ)+i sin(2nπ) = 1 (n = 0, 1, 2, · · · )

よって
r = 1 , 6θ = 2nπ (n = 0, 1, 2, · · · )

となる。

n = 0のとき 6θ = 0 ⇒ θ = 0 ⇒ z = cos 0+i sin 0 = 1

n = 1のとき 6θ = 2π ⇒ θ =
π

3
⇒ z = cos

π

3
+i sin

π

3
=
1

2
+

√
3

2
i

n = 2のとき 6θ = 4π ⇒ θ =
2

3
π ⇒ z = cos

µ
2

3
π

¶
+i sin

µ
2

3
π

¶
= −1

2
+

√
3

2
i

n = 3のとき 6θ = 6π ⇒ θ = π ⇒ z = cosπ+i sinπ = −1

n = 4のとき 6θ = 8π ⇒ θ =
4

3
π ⇒ z = cos

µ
4

3
π

¶
+i sin

µ
4

3
π

¶
= −1

2
−
√
3

2
i

n = 5のとき 6θ = 10π ⇒ θ =
5

3
π ⇒ z = cos

µ
5

3
π

¶
+i sin

µ
5

3
π

¶
=
1

2
−
√
3

2
i

6次方程式の解は 7個以上はないから、これがすべての解である。

(答) z = 1 ,
1 +

√
3i

2
,
−1 +√3i

2
, −1 , −1−√3i

2
,
1−√3i
2

(注) ζ =
1 +

√
3i

2

¡
= cos 60◦ + i sin 60◦

¢
とすると、z6 = 1の解は

z = 1 , ζ , ζ2 , ζ3 , ζ4 , ζ5

となっている。複素平面上では、単位円周を 6等分する分点である。(右
上図参照)

問 次の方程式をみたす複素数 zを全て求め、上図のように単位円周上の点
として図示せよ。

(1) z3 = 1 (2) z4 = 1 (3) z12 = 1
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< 平面上の回転移動 >

例 平面上の点 (x, y)を原点を中心と
して反時計まわりに角度 40◦だけ
回転させた点を (x0, y0)とする。
(x0, y0)を (x, y)で表したい。

この問題は下図のように、複素平
面上で考えても同じである。複素
数 z = x + iy を同様に 40◦ だけ
回転させた点を表す複素数が z0 =
x0 + iy0である。z0は zに偏角 40◦

で絶対値 1の複素数をかけたもの
であるから

z0 = z × (cos 40◦ + i sin 40◦)
となる。従って

x0+iy0 = (x+iy)(cos 40◦+i sin 40◦) = (x cos 40◦−y sin 40◦)+i(x sin 40◦+y cos 40◦)
であるから

x0 = x cos 40◦ − y sin 40◦
y0 = x sin 40◦ + y cos 40◦

(
が求まる。

問 上の例で回転する角度が以下の場合に、x0, y0を xと yで表せ。

(1) 角度
π

2
, (2) 角度

π

4

x0 = x0 =

y0 = y0 =

( (

(3) 角度
π

3
, (4) 角度 θ

x0 = x0 =

y0 = y0 =

( (
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< オイラーの公式 1 >

指数関数・三角関数のマクローリン展開（ワークブック Ser. A , No. 7）

を復習すると

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+
x5

5!
+
x6

6!
+
x7

7!
+ · · · (1)

cos x = 1− x
2

2!
+
x4

4!
− x

6

6!
+
x8

8!
− · · · (2)

sinx = x− x
3

3!
+
x5

5!
− x

7

7!
+
x9

9!
− · · · (3)

であった。ここで xは実数である。これを虚数まで拡張したい。

実数 yと虚数単位 iに対し、(1)式の xのかわりに iyを代入

すれば、i2 = −1だから

eiy = 1 + iy +
(iy)2

2!
+
(iy)3

3!
+
(iy)4

4!
+
(iy)5

5!
+
(iy)6

6!
+
(iy)7

7!
+ · · ·

= 1 + iy − y
2

2!
− iy

3

3!
+
y4

4!
+
iy5

5!
− y

6

6!
− iy

7

7!
+ · · ·

=

µ
1− y

2

2!
+
y4

4!
− y

6

6!
+ · · ·

¶
+ i

µ
y − y

3

3!
+
y5

5!
− y

7

7!
+ · · ·

¶
= cos y + i sin y

従って

eiy = cos y + i sin y (yは実数)

が成立する。これをオイラーの公式という。

例 e
π
2
i = cos

³π
2

´
+ i sin

³π
2

´
= i

e
π
3
i = cos

³π
3

´
+ i sin

³π
3

´
=
1

2
+

√
3

2
i

問 次の複素数を例のようになおせ。

(1) e0i =

(3) e
π
4
i =

(5) e−
2
3
πi =

(2) eπi =

(4) e
5
6
πi =

(6) e−
π
2
i =
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< オイラーの公式 2 >

複素数 z に対し、e の z乗をマクローリン展開

ez = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+
z4

4!
+ · · · ¡

= exp(z)
¢

によって定義する。これを ez = exp(z) と書く場合もある。

今 z = x+ iy ( x, yは実数 ) のとき、( 詳しい計算は省略するが )

ex+iy = 1 + (x+ iy) +
(x+ iy)2

2!
+
(x+ iy)3

3!
+ · · ·

=

µ
1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·

¶
×
µ
1 + (iy) +

(iy)2

2!
+
(iy)3

3!
+ · · ·

¶
= ex × eiy

が成立する。

ex+iy = ex × eiy = ex(cos y + i sin y) ( xと yは実数 )

この式もオイラーの公式と呼ばれている。

例 (1) e2+iπ = e2(cosπ + i sinπ) = −e2

(2) e−3−
π
2
i = e−3

µ
cos
³
−π
2

´
+ i sin

³
−π
2

´¶
= − 1

e3
i

(3) elog 2+
π
6
i = elog 2

µ
cos
³π
6

´
+ i sin

³π
6

´¶
= 2

Ã√
3

2
+
1

2
i

!
=
√
3 + i

(注) log 2 は底が e の対数（=自然対数）であるから、対数の定義より

x = log 2 = loge 2⇐⇒ ex = 2

よって
elog 2 = ex = 2

問 以下の指数表示された複素数を例のようになおせ。

(1) e1−πi (2) e0+
π
2
i

(3) e2+
π
4
i (4) e

1
2
−π
2
i

(5) elog 4+
2
3
πi (6) e

1
2
log 4−π

6
i
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< 複素数の指数表示 >

複素数 zの絶対値が r、偏角が θのとき、zは極形式によって

z = r(cos θ + i sin θ)

と表される。一方

r = elog r , cos θ + i sin θ = eiθ

であるから

z = r(cos θ + i sin θ) = elog r × eiθ = elog r+iθ
と指数表示できる。特に r = 1 のとき log 1 = 0 より

cos θ + i sin θ = eiθ

となる。このように絶対値が 1の
複素数は指数表示の方が簡単である。

例1 ド・モアブルの定理
(cos θ + i sin θ)n = cos(nθ) + i sin(nθ)

を指数表示で書くと、

¡
eiθ
¢n
= einθ (ド・モアブルの定理)

と簡単に書ける。

問1 絶対値が 1、偏角が θ1と θ2の複素数の積は、13ページより

(cos θ1 + i sin θ1)× (cos θ2 + i sin θ2) = cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)
となる。この式を指数表示で書け。

例2
√
3+i
2
= e

π
6
i , 1+

√
3i

2
= e

π
3
i よりµ√

3 + i

2

¶
×
µ
1 +

√
3i

2

¶
= e

π
6
i × eπ3 i = eπ6 i+π

3
i = e

π
2
i = i

問2 次の計算をせよ。
(1) e

3
4
πi × eπ4 i = (2) e

π
6
i ÷ eπ3 i =

(3)
¡
e
π
2
i
¢2
= (4)

¡
e
π
6
i
¢3
=



2001年度基礎数学ワークブック Ser. A , No. 8 − 21 −

< 指数法則 >

２つの複素数

z1 = x1 + iy1 , z2 = x2 + iy2 (x1 , y1 , x2 , y2は実数)

に対し、

ez1 × ez2 = (ex1 × eiy1)× (ex2 × eiy2) = (ex1 × ex2)× (eiy1 × eiy2)
= ex1+x2 × ei(y1+y2) = e(x1+x2)+i(y1+y2) = ez1+z2

である。同様に計算すると、以下の指数法則が導ける。

(1) ez1 ez2 = ez1+z2 (2)
ez1

ez2
= e

(3)
¡
ez
¢n
= e （ド・モアブルの定理）

µ
z1 , z2 , zは複素数

nは整数

¶

問1 上の 内に適当な式を記入せよ。

例1 e2+3i × e2−3i = e4 , e4+πi ÷ e3−πi = e1+2πi = e
³
e1+

π
6
i
´8
= e8+

4
3
πi = e8

Ã
cos

µ
4

3
π

¶
+ i sin

µ
4

3
π

¶!
= e8

Ã
−1
2
−
√
3

2
i

!
問2 次式の計算せよ。

(1) e5+πi × e−1−πi (2) e−1+
π
4
i ÷ e−2+π

4
i

(3)
³
e
3
2
− 2
3
πi
´2

例2 (
√
3 + i)8

(1 + i)6
=

(2e
π
6
i)8

(
√
2e

π
4
i)6
=

28e
8
6
πi¡√

2
¢6
e
6
4
πi
=
28

23
× e

4
3
πi

e
3
2
πi

= 28−3 × e43πi− 3
2
πi = 25 × e− π

6
i

= 32

µ
cos
³
−π
6

´
+ i sin

³
−π
6

´¶
= 16

√
3− 16i

問3 次式を計算せよ。¡−1 + i¢4¡
1 +

√
3i
¢3
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< 円関数 >

例 右図において、単位円周上の点 P

の座標を (X, Y ) とすると。

(∗) X = cos θ, Y = sin θ,
Y

X
= tan θ

の関係がある。この意味で三角関数を

円関数ともいう。オイラーの公式より

eiθ = cos θ + i sin θ

e−iθ = cos(−θ) + i sin(−θ) = cos θ − i sin θ
であるから、

cos θ = eiθ+e−iθ
2

, sin θ = eiθ−e−iθ
2i

となる。そこで一般の複素数 zに対し、

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz
2i

, tan z =
sin z

cos z

と定め、複素変数三角関数（複素変数円関数）という。

例 sin(iθ) =
ei(iθ) − e−i(iθ)

2i
=
e−θ − eθ
2i

=

µ
eθ − e−θ
2

¶
i

(sin z)2 =

µ
eiz − e−iz

2i

¶2
=
e2iz − 2eize−iz + e−2iz

4i2
= −e

2iz − 2 + e−2iz
4

問1 次の関数を（例のように）指数で表せ。

(1) cos(iθ) (2) (cos z)2

= =

問2 次式を簡単にせよ。

(1) cos(−iz) + i sin(−iz) (2) (cos z)2 + (sin z)2

= =
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< 双曲線関数 >

複素数 z に対し

cosh(z) =
ez + e−z

2
, sinh(z) =

ez − e−z
2

, tanh(z) =
sinh(z)

cosh(z)

をそれぞれ ハイパボリックコサイン (hyperbolic cosine)、ハイパボリックサイン
(hyperbolic sine)、ハイパボリックタンジェント (hyperbolic tangent) とよび、
これらを総称して双曲線関数 (hyperbolic function)
という。

この呼び名の由来は以下の図形的

意味による。右図の双曲線

x2 − y2 = 1

上の点 P(X, Y )に対し、斜線部分

の面積を θ とすれば

X =
eθ + e−θ

2
, Y =

eθ − e−θ
2

が成り立つ（計算略）。この式か

ら前ページの (∗) と同様な関係式

(∗∗) X = cosh(θ) , Y = sinh(θ) ,
Y

X
= tanh(θ)

が成立することがわかる。これが双曲線関数の由来である。

例 (1) sinh(iθ) =
eiθ − e−iθ

2
= i× e

iθ − e−iθ
2i

= i sin(θ)

(2) cosh(a+ bi) + cosh(a− bi) + sinh(a+ bi) + sinh(a− bi)

=
ea+bi + e−a−bi

2
+
ea−bi + e−a+bi

2
+
ea+bi − e−a−bi

2
+
ea−bi − e−a+bi

2

= ea+bi + ea−bi = ea(ebi + e−bi) = 2ea cos(b)

問 次式を三角関数および指数関数を用いて表せ。

(1) cosh(iθ) = (2) cosh(z) + sinh(z) =

(3) cosh(a+ bi)− cosh(a− bi) + sinh(a+ bi)− sinh(a− bi)
=
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< 時間変数 tによる微分 1 >

物体の運動などを表現する場合、各時刻における位置などを考える。このよう場合、
位置は時刻の関数と考える。すなわち変数が時刻になる。時刻 (時間)を表す変数を通
常 tで表す。そこで今後は変数 tの関数 f(t)を考える。
tの関数 f (t)の導関数の定義は、

f 0(t) =
d

dt
f(t) =

df

dt
= lim

∆t→0
f(t+∆t)− f(t)

∆t

である。今まで習った微分の公式を変数 tにおきかえると以下のようになる。

d

dt

¡
tr
¢
= rtr−1 ( rは実数 )

d

dt

¡
et
¢
= et

d

dt
log t =

1

t

¡
log t = loge t (自然対数)

¢
d

dt
sin t = cos t

,

d

dt
cos t = − sin t

例 (1)
d

dt

¡
t7 − 4et + 5 log t¢ = 7t6 − 4et + 5

t

(2)
d

dt

¡ 5
t3
−√t¢ = d

dt

¡
5× t−3 − t12 ¢ = 5× ¡−3t−4¢− 1

2
t−

1
2 = −15

t4
− 1

2
√
t

問 次の導関数を求めよ。

(1)
d

dt

¡
10 + 8t− 5t2¢ =

(2)
d

dt

¡
t8 − 10t4 + 5et¢ =

(3)
d

dt

¡
4t5 − 5 cos t+ 2 log t¢ =

(4)
d

dt

µ
3

t
+

4√
t

¶
=



2001年度基礎数学ワークブック Ser. A , No. 8 − 25 −

< 時間変数 tによる微分 2 >

微分する変数が x から t に変わっても微分の公式は同様になりたつ。

dy

dt
=
dy

du
× du

dt
(合成関数の微分)

例1 y = sin(5t+ 3) を微分したい。

u = 5t+ 3 とおくと y = sin(u) より

dy

dt
=
dy

du
× du

dt
=

d

du
(sin u)× d

dt
(5t+ 3) = cos(u)× 5 = 5 cos(5t+ 3)

だから
d

dt
sin(5t+ 3) = 5 cos(5t+ 3)

問 1 次の導関数を求めよ。

(1)
d

dt
cos(3t+ 4) = (2)

d

dt
e5t+2 =

(3)
d

dt
sin(−2t+ 1) = (4)

d

dt
log(4t+ 3) =

例2 y = cos(t2 − 4t) を微分したい。
u = t2 − 4t とおくと y = cos(u) より

dy

dt
=
dy

du
× du

dt
=

d

du
(cosu)× d

dt
(t2 − 4t) = − sin(u)× (2t− 4)

よって
d

dt

¡
cos(t2 − 4t)¢ = −(2t− 4) sin(t2 − 4t)

問 2 次の導関数を求めよ。

(1)
d

dt
sin(t3 − 2t) = (2)

d

dt

¡
e−t

2¢
=

(3)
d

dt
cos(3t+ 4t2) = (4)

d

dt
log(t4 + 3t2 + 1) =
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< 時間変数 tによる微分 3 >

t の関数 f(t) と g(t) に対し、積 f (t)× g(t) の導関数は

(f(t)× g(t))0 = f 0(t)× g(t) + f(t)× g0(t) (積の微分)

となる。

例1 (1)
d

dt

¡
t2et

¢
=
¡
t2
¢0 × et + t2 × ¡et¢0 = 2tet + t2et

(2)
d

dt

¡
et cos t

¢
=
¡
et
¢0 × cos t+ et × ¡cos t¢0 = et cos t− et sin t

問 1 次の導関数を求めよ。

(1)
d

dt
(tet) = (2)

d

dt
(t2 sin t) =

(3)
d

dt
(et sin t) = (4)

d

dt
(t log t) =

例2
d

dt

¡
e2t sin(3t)

¢
=
¡
e2t
¢0 × sin(3t) + e2t × ¡sin(3t)¢0

= 2e2t sin(3t) + 3e2t cos(3t)

問2 次の導関数を求めよ。

(1)
d

dt

¡
et sin(2t)

¢
=

(2)
d

dt

¡
e3t cos(4t)

¢
=

(3)
d

dt

¡
4e3t sin(−5t)¢ =

(4)
d

dt

¡
5e−2t cos(6t)

¢
=
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< 複素数値関数の微分 1 >

実変数 t の複素数値関数 z = z(t) は

z(t) = x(t) + iy(t) ( x(t)と y(t)は実数 )

のように実部 x(t) と虚部 y(t) の 2つの実数値関数で表される。

このとき z(t) の導関数を

z0(t) = dz
dt
= dx(t)

dt
+ idy(t)

dt

と定める。

例 (1) z(t) = t2 + t3i のとき

dz

dt
=
d

dt

¡
t2
¢
+
d

dt

¡
t3
¢
i = 2t+ 3t2i

(2) z(t) = e(2+3i)t = e2t
³
cos(3t) + i sin(3t)

´
のとき

dz

dt
=

d

dt

³
e2t cos(3t) + ie2t sin(3t)

´
=

d

dt

³
e2t cos(3t)

´
+ i

d

dt

³
e2t sin(3t)

´
=

n
2e2t cos(3t)− 3e2t sin(3t)

o
+ i
n
2e2t sin(3t) + 3e2t cos(3t)

o
問 次式を t で微分せよ。（ただし a と b は実数）

(1) z(t) = t− it−2 (2) z(t) = eibt = cos(bt) + i sin(bt)

dz

dt
=

dz

dt
=

(3) z(t) = e(1+2i)t

dz

dt
=

(4) z(t) = e(a+bi)t

dz

dt
=
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< 複素数値関数の微分 2 >

例 前ページ例 (2)より
d

dt

³
e(2+3i)t

´
=

n
2e2t cos(3t)− 3e2t sin(3t)

o
+ i
n
2e2t sin(3t) + 3e2t cos(3t)

o
= e2t

n
2 cos(3t)− 3 sin(3t) + 2i sin(3t) + 3i cos(3t)

o
= e2t

n
(2 + 3i) cos(3t) + (2i− 3) sin(3t)

o
ここで i2 = −1 より −3 = 3i2 だから

2i− 3 = 2i+ 3i2 = (2 + 3i)× i
におきかえると

d

dt

³
e(2+3i)t

´
= e2t

n
(2 + 3i) cos(3t) + (2 + 3i)× i sin(3t)

o
= e2t(2 + 3i)

n
cos(3t) + i sin(3t)

o
= e2t(2 + 3i)e3ti = (2 + 3i)e2t+3ti = (2 + 3i)e(2+3i)t

問 以下の導関数を例のように指数表示せよ。（ただし a と b は実数）

(1)
d

dt

¡
e2it
¢
=

(2)
d

dt

¡
ebit
¢
=

(3)
d

dt

¡
e(1−i)t

¢
=

(4)
d

dt

¡
e(a+bi)t

¢
=
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< 速度 1 >

例 まっすぐな道路を車がA地点
から D地点へ行く。Aから D
まで 144mある。

AからDまで 14秒かかった。

平均速度は

144(m)

14(s)
; 10.29 (m/s) · · · AからDまでの平均速度

である。しかし実際のスピードは常に 10.29(m/s)ではない。
出発地点のA地点では速度 0(ゼロ)であり、あるスピードまで加速して 2秒後
にB地点 (12m先)まで行き、そこからC地点 (132m先)まで同じ速さで走り、
C地点でブレーキをふみ、減速してD地点 (144m先)で止まる。車の走った
距離と時間が図 1のようであれば、BからCまでの平均速度は

132− 12
12− 2 = 12 (m/s) · · · BからCまでの平均速度

であり、全体の平均速度より速いが、AからBまでとCからDまでの速度が
遅いため、全体の平均速度は 10.29(m/s)になっている。
車に乗ってスピードメーターを見ると、最初は時速 0kmからしだいに速度を
上げ、B地点になると秒速 12m=時速 43.2kmにたっし、そこからC地点まで
同じ時速 43.2(km)で走り、C地点から減速して、D地点で時速 0kmになる。
このようなスピードメーターでわかる現在の速度を「瞬間の速度」といい、
「平均の速度」と区別する。

(注) 上図のB0(2,12) と C0(12, 132) を結ぶ直線の傾き (= 12)がB地点からC地点
までの平均速度になっている。
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< 速度 2 >

数直線上を動く点 P を考える。
時刻 tにおける点 Pの位置 (座標)
を x(t)とする。時刻 tから t+∆t
までの平均速度は

∆x

∆t
=
x(t+∆t)− x(t)

∆t
(平均速度)

である。このとき時刻 t における「瞬間の速度」を求めたい。「瞬間」というのは「微
小時間間隔」のこと、つまり「∆t ; 0」であることである。平均速度の式に ∆t = 0 を
代入すると求まらないので、 ∆t→ 0 のときの平均速度の極限

lim
∆t→0

∆x

∆t
= lim

∆t→0
x(t+∆t)− x(t)

∆t

を考え、この極限値を「時刻 t における瞬間の速度」とする。この極限の式は x(t) の
導関数 x0(t) と同じ式である。すなわち

x0(t) = lim
∆t→0

x(t+∆t)− x(t)
∆t

(時刻 t における瞬間の速度)

前ページの例のように、時刻 tに
おける位置 x(t) が右図のような
とき、「平均速度」と「瞬間の速
度」の図形的な意味は以下のよ
うになる。

平均速度=
∆x

∆t
=
x(t+∆t) − x(t)

∆t
=線分QRの傾き

瞬間の速度 = x0(t) = lim
∆t→0

x(t+∆t)− x(t)
∆t

=点Qにおける接線の傾き

問 前ページの例で「平均速度」と「瞬間の速度」が同じになる場合を説明せよ。
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< 速度 3 >

前ページと同様に数直線上を動く

点を考える。時刻 tにおける位置

を x(t)とおくと、時刻 tにおける

瞬間の速度は

x0(t) = lim
∆t→0

∆x

∆t
= lim

∆t→0
x(t+∆t) − x(t)

∆t
(瞬間の速度)

であった。今後単に「速度」と書けば常に「瞬間の速度」を表すことに

する。速度を英語で velocityと書くので、速度を表す記号として vを使う。

つまり時刻 tにおける速度を

v(t) = x0(t) = lim
∆t→0

∆x

∆t
=
dx

dt
(時刻 tにおける速度)

と書くことにする。

例 数直線上を動く点の時刻 tにおける位置が x(t) = 5− 4t+ 3t2 である
点の時刻 tにおける速度は

v(t) = x0(t) = (5− 4t+ 3t2)0 = −4 + 6t

問1 x(t)が以下の場合に、速度 v(t)を求めよ。

(1) x(t) = 12 + 6t− 3t2 , v(t) =

(2) x(t) = sin (2t) , v(t) =

(3) x(t) = e2t cos (3t) , v(t) =

問2 地上 14.7mの位置からボールを真上に投げ

上げた。投げ上げる速度が 9.8(m/s)

のとき、t秒後のボールの高さ x(t)は

x(t) = −4.9t2 + 9.8t+ 14.7
となる。

(1) t 秒後の速度 v(t)を求めよ。

(2) v(t) = 0 となるのは何秒後か？

(3) ボールが一番高く上がった位置は地上何mか？
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< 速度の応用 1 >

問 地上 24.5mから物体を真上に

投げ上げた。t秒後の高さ

y(t)は

y(t) = −4.9t2 + 19.6t+ 24.5 (m)
となったとせよ。

(1) t秒後の速度 v(t)を求めよ。

v(t) =
dy(t)

dt
=

(2)初速度何m/sで物体を投げ上げたか？ t = 0のときの vの値で答えよ。

v(0) =

(3)何秒後に最も高くなるか？ 速度が 0 (v = 0)のときの tの値で答えよ。

(4)最高点は地上何mか？

(5)何秒後に地上に落下するか？
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< 速度の応用 2 >

問 ボールを投げたとき t秒後

のボールの位置を座標平面の点

として表すことにする。

t秒後の水平距離を x(t)

t秒後の垂直距離を y(t)

とする。今

x(t) = 14.7t

y(t) = −4.9t2 + 19.6t

(

の場合に次の問に答えよ。

(1) t秒後の水平方向の速度 vx(t)を x(t)を微分することにより求めよ。

vx(t) =
dx(t)

dt
=

(2) t秒後の垂直方向の速度 vy(t)を y(t)を微分することにより求めよ。

vy(t) =
dy(t)

dt
=

(3)ボールが最高点に達するのは何秒後か？

(4)最高点の高さを求めよ。

(5)落下するのは何秒後か？

(6)落下したとき、投げた地点からの水平距離を求めよ。
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< 速度の応用 3 >

問 地上 34.3mの高さから物体を

45◦の角度で投げ上げた。

t秒後の位置
¡
x(t), y(t)

¢
は

x(t) = 29.4t (水平距離 )

y(t) = −4.9t2 + 29.4t+ 34.3 (垂直距離 )

(

であるとする。

(1) t秒後の水平速度 vx(t)、垂直速度 vy(t)を求めよ。

vx(t) =
dx(t)

dt
= , vy(t) =

dy(t)

dt
=

(2)最高点に達するのは何秒後か？

(3)最高点の高さとそのときの水平距離を求めよ。

高さ =

水平距離 =

(4)地上に落下するのは何秒後か？

(5)落下したときの水平距離を求めよ。
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< 加速度 1 >

数直線上を動く点 Pの時刻 tにおける位置を
x(t)とすると、その瞬間の速度 v(t)は

v(t) = x0(t) = lim
∆t→0

x(t+∆t)− x(t)
∆t

(速度)

であった。速度 v(t)は時刻 tによって変化する。時刻 tから時刻 t+∆tまでの速度の
変化率

v(t+∆t)− v(t)
∆t

: 平均の加速度

を平均の加速度という。瞬間の速度と同様にして、「時刻 tにおける瞬間の速度の変化
率」を考える。平均の加速度の式で ∆t→ 0 の極限

lim
∆t→0

v(t+∆t)− v(t)
∆t

を考え、その極限値を「時刻 tにおける瞬間の加速度」とする。この極限の式は v(t)の
導関数 v0(t)と同じ式である。すなわち

v0(t) = lim
∆t→0

v(t+∆t)− v(t)
∆t

(時刻 tにおける瞬間の加速度)

速度 v(t)を微分したもの
¡
= v0(t)

¢
が「瞬間の加速度」である。

例 湖に浮かぶヨットが追い風を受けてまっすぐ進んでいるとする。風がしだいに強く
なるとヨットの速度はどんどん速くなる。

時刻 tにおける速度 v(t)のグラフが右図の場合

平均の加速度
=
v(t+∆t)− v(t)

∆t
=線分QRの傾きµ

t から t+ ∆t まで
の速度の上昇率

¶

瞬間の加速度
= v0(t) =点Qにおける接線の傾きµ

時刻 tでの
速度の上昇率

¶
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< 加速度 2 >

数直線上を動く点の時刻 t における位置を x(t) 、速度を v(t) とすると、 v(t) の

導関数 v0(t) が時刻 t における「瞬間の加速度」であった。今後単に「加速度」と

書けば常に「瞬間の加速度」を表すことにする。
加速度を英語で acceleration と書くので、加速度を表す記号として a を使う。

つまり時刻 t における加速度を

a(t) = v0(t) =
dv

dt
(時刻 t における加速度)

と書くことにする。速度 v(t) と位置 x(t) の関係

v(t) = x0(t) =
dx

dt
より

a(t) = x00(t) =
d2x

dt2
である。
(注) 運動する点の位置 x(t) , 速度 v(t) , 加速度 a(t) は時間変数 t を省略して、

位置 x , 速度 v , 加速度 a と略記する場合がある。

例 時刻 t における位置 x(t) が x(t) = 5− 2t+ 3t2 − 4t3 である点の速度 v と

加速度 a は

v(t) = (5− 2t+ 3t2 − 4t3)0 = −2 + 6t− 12t2
a(t) = (−2 + 6t− 12t2)0 = 6− 24t

問1 x(t) が以下の場合に、速度 v(t) と加速度 a(t) を求めよ。

(1) x(t) = 1− t+ 2t2 − 3t3 , v(t) = , a(t) =

(2) x(t) = 2 cos (3t) , v(t) = , a(t) =

(3) x(t) = e2t sin (2t) , v(t) = , a(t) =

問2 x(t) = 3 cos (−2t) のとき、速度 v(t) と加速度 a(t) を求め、 a(t) を x(t)
で表せ。



2001年度基礎数学ワークブック Ser. A , No. 8 − 37 −

< 加速度 3 >

例1 29ページの例を考える。

t秒間に走った距離を x

とすると x のグラフは図 1のように

なる。今 x が以下のような式で表される。

3t2 : 0 5 t 5 2

12t− 12 : 2 < t < 12

144− 3(t− 14)2 : 12 5 t 5 14
x =

(
とする。この場合に速度、加速度は以下のようになる。

(1) 0 5 t 5 2 のとき（車が走り出すとき）

距離 x = 3t2

速度 v = dx
dt
= 6t

加速度 a = dv
dt
= 6

(2) 2 < t < 12 のとき（等速度で運転しているとき）

距離 x = 12t − 12
速度 v = dx

dt = 12

加速度 a = dv
dt = 0

(3) 12 5 t 5 14 のとき（ブレーキで止めようとするとき）

距離 x = 144− 3(t− 14)2

速度 v = dx
dt
= −6(t− 14)

加速度 a = dv
dt
= −6

以上をまとめると、速度 vは図 2のようになり、加速度 aは図 3のようになる。

(1) 車が走り出すとき (0 5 t 5 2の間 )速度はだんだん速くなる (加速している =加速度はプラス )

(2) 車が等速で走っているとき (2 < t < 12)は加速度は 0(ゼロ )である。

(3) 車が止めようとするとき (12 5 t 5 14)速度はだんだん遅くなる (減速している =加速度はマイナス )

例2 33ページの問の場合には

水平方向の加速度 ax =
dvx
dt
= d

dt
(14.7) = 0 (加速度 0 )

垂直方向の加速度 ay =
dvy
dt
= d

dt
(−9.8t+ 19.6) = −9.8 (=重力加速度 )

問 34ページの問の場合に、水平方向の加速度 axと垂直方向の加速度 ayを求めよ。

ax =
dvx
dt

= , ay =
dvy
dt

=
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< 等速円運動 1 >

例1
原点を中心として

半径 1の円周上を

点Pが等速度回転して

いる。点A(1,0)から

出発して、t秒後に t(ラジアン)だけ回転するとすれば (図 1)

角の回転速度 (角速度) =
t(ラジアン)

t(秒)
= 1(ラジアン /秒) = 1(rad/s)

である。つまり 1秒間に 1(ラジアン) =
180◦

π
; 57.3◦ 回転する。(図 2)

図 1より t秒後の点 Pの位置を P
¡
x(t), y(t)

¢
とすると三角関数の定義より

x(t) = cos t , y(t) = sin t

である。

例2 点Pは図 3の円周上を点A

から出発して等速度回転している。

t秒後に 3t(ラジアン)だけ回転

するとすれば

角速度=
3t(ラジアン)

t秒
= 3(rad/s)

である。つまり１秒間に 3(ラジアン) ; 171.9◦ 回転する。
t秒後の位置を P

¡
x(t), y(t)

¢
とすると、9ページの極座標表示より

x(t) = 2 cos
³
3t+

π

6

´
, y(t) = 2 sin

³
3t+

π

6

´
である。

問 原点を中心として半径 rの円周上を

点 Pは等速度回転している (図 4)。

点Aから出発し、t秒後にωt(ラジアン)

だけ回転しているとする。(ただし

ω(オメガ)は定数)。

(1) 角速度を求めよ。

(2) t秒後の点Pの位置
¡
x(t), y(t)

¢
を求めよ。
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< 等速円運動 2 >

例1 原点を中心として半径 1 の円周上を

点 P が動く。点 A(1, 0) から出発して

角速度 1 (rad/s) (= 1 秒間に 1ラジアン; 57.3◦回転)
で等速回転しているとき、t秒後の点 P

の位置
¡
x(t), y(t)

¢
は前ページより

x(t) = cos t , y(t) = sin t

であった。この点 Pの x軸方向の速度 vxと y軸方向の速度 vyは

vx =
dx

dt
=
d

dt
(cos t) = − sin t , vy =

dy

dt
=
d

dt
(sin t) = cos t

であり、x軸方向の加速度 axと y軸方向の加速度 ayは

ax =
dvx
dt

=
d

dt
(− sin t) = − cos t , ay =

dvy
dt

=
d

dt
(cos t) = − sin t

となる。

例2 原点を中心として半径 2の円周上を

点 Pが動く。点B(2, 0)から出発して

角速度 1 (rad/s)で等速回転している

とき、t秒後の点 Pの位置
¡
x(t), y(t)

¢
は

x(t) = 2 cos t , y(t) = 2 sin t

となる。点 Pの x軸方向の速度 vxと

y軸方向の速度 vyは

vx =
dx

dt
= −2 sin t , vy =

dy

dt
= 2 cos t

であり、x軸方向の加速度 axと y軸方向の加速度 ayは

ax =
dvx
dt

= −2 cos t , ay =
dvy
dt

= −2 sin t
となる。

(注) 例 1と例 2は同じ角速度
¡
= 1 (rad/s)

¢
で回転しているが、円周上を回る点 Pの

速度 (および加速度)は半径によってちがう。例 2の方が例1の2倍になっている。

問 上の例で半径が rの場合には x(t) = r cos t , y(t) = r sin tとなる。
このとき速度 vx , vyおよび加速度 ax , ayを求めよ。
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< 等速円運動 3 >

問1 原点を中心として半径 2 の円周

上を点 P が動く。点 B(2, 0) から

出発して角速度 3 (rad/s)

(= 1 秒間に 3ラジアン (; 171.9◦)回転)
で等速回転しているとき、点 P

の t秒後の位置
¡
x(t), y(t)

¢
は

x(t) = 2 cos(3t) , y(t) = 2 sin(3t)

である。このとき速度 vx, vyおよび

加速度 ax, ayを求めよ。

vx =
dx

dt
= , vy =

dy

dt
=

ax =
dvx
dt

= , ay =
dvy
dt

=

問2 原点を中心として半径 r の円周

上を点 Pが動く。点A(r, 0)から

出発して角速度 ω (rad/s)

(= 1 秒間に ωラジアン (; ω × 57.3◦)回転)
で等速回転しているとき、点 P

の t秒後の位置
¡
x(t), y(t)

¢
は

x(t) = r cos(ωt) , y(t) = r sin(ωt)

である。このとき速度 vx, vyおよび

加速度 ax, ayを求めよ。

vx =
dx

dt
= , vy =

dy

dt
=

ax =
dvx
dt

= , ay =
dvy
dt

=
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