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< 定積分 3 >

問1 次の不定積分を求めよ。(ただし n 6= ¡1)

(1)

Z
dx = (2)

Z
xndx =

(3)

Z
dx

x
= (4)

Z
exdx =

(5)

Z
cosxdx = (6)

Z
sinxdx =

(7)

Z
1

cos2 x
dx = (8)

Z
1

x3
dx =

(9)

Z p
xdx = (10)

Z
1p
x
dx =

問2 次の定積分の値を求めよ。

(1)

Z 4

¡2
dx = (2)

Z 2

¡1
x7dx =

(3)

Z e

1

dx

x
= (4)

Z 2

0

exdx =

(5)

Z ¼
3

0

cosxdx = (6)

Z ¼
2

0

sinxdx =

(7)

Z ¼
3

0

dx

cos2 x
= (8)

Z 3

1

1

x3
dx =

(9)

Z 9

0

p
xdx = (10)

Z 4

1

1p
x
dx =

1



<定積分４>

問１ 次の不定積分を求めよ。ただし a 6= 0 ; n 6= ¡1 である。

(1)

Z
(ax+ b)ndx (2)

Z
1

(ax+ b)2
dx

(3)

Z p
ax+ b dx (4)

Z
1p
ax+ b

dx

(5)

Z
1

ax+ b
dx (6)

Z
cos(ax+ b)dx

(7)

Z
sin(ax+ b)dx (8)

Z
eax+ bdx

問２ 次の定積分の値を求めよ。

(1)

Z 2

0
(3x¡ 1)4dx (2)

Z 3

1

dx

(3x+ 2)2

(3)

Z 6

1

p
3x¡ 2 dx (4)

Z 3

1

1p
2x¡ 2dx

(5)

Z 1

0

1

3x+ 4
dx (6)

Z ¼
3

0
cos(2x)dx

(7)

Z ¼
2

0
sin

µ
1

3
x

¶
dx (8)

Z 2

1
e3x¡ 3dx

2



< 定積分 5 >

Z
f(x)dx = F (x) + C のとき

Z b

a

f(x)dx =

∙
F (x)

¸b
a

= F (b)¡ F (a)

である。ここで変数 x が、別の変数（例えば t ）に変わってもZ b

a

f(t)dt =

∙
F (t)

¸b
a

= F (b)¡ F (a)

のように、定積分の値は変わらない。

例 (1)

Z 2

¡1
(2t¡ 3t2)dt =

∙
t2 ¡ t3

¸2
¡1
= (4¡ 8)¡ (1¡ (¡1)) = ¡6

(2)

Z 2

1

4¼r2dr =

∙
4

3
¼r3
¸2
1

=
4

3
¼ £ 8¡ 4

3
£ 1 = 28

3
¼

(3)

Z ¼
2

0

cos2 µdµ =

Z ¼
2

0

½
1

2
+
1

2
cos(2µ)

¾
dµ =

∙
1

2
µ +

1

4
sin(2µ)

¸¼
2

0

=

µ
1

2
£ ¼
2
+
1

4
£ sin

³
2£ ¼

2

´¶
¡
µ
1

2
£ 0 + 1

4
sin 0

¶
=
¼

4

問 次の定積分の値を求めよ。（ただし、n 6= ¡1)

(1)

Z 4

1

(5t¡ 3t2)dt =

(2)

Z 10

0

(4¼r2)dr =

(3)

Z ¼
2

0

sin2 µdµ =

(4)

Z b

a

tndt =

(5)

Z 9

1

t
p
tdt =

3



< 定積分 6 >

例題
Z 2

0

3x2
p
x3 + 1dx を求めよ。

（解） 上の定積分を求めるために、まず不定積分を求める。

u = x3 + 1 とおくと
du

dx
= 3x2

より、置換積分法によってZ
3x2
p
x3 + 1dx =

Z
du

dx

p
udx =

Z p
u
du

dx
dx =

Z p
udu

=

Z
u
1
2du =

2

3
u
3
2 + C =

2

3
(x3 + 1)

3
2 + C

となる。よってZ 2

0

3x2
p
x3 + 1dx =

∙
2

3
(x3 + 1)

3
2

¸2
0

=
2

3
(8 + 1)

3
2 ¡ 2

3
(0 + 1)

3
2 =

2

3
£ 27¡ 2

3
=
52

3

（注） 9
3
2 = (

p
9)3 = 27

問 次の不定積分と定積分を求めよ。Z
(2x¡ 1)

p
x2 ¡ x+ 4 dx =

Z 4

1

(2x¡ 1)
p
x2 ¡ x+ 4 dx =

4



<定積分の置換積分法 1>

定積分の変数を明記するためZ b

a

f(x)dx =

Z x=b

x=a

f(x)dx ;

Z ¯

®

g(u)du =

Z u=¯

u=®

g(u)du

のように積分範囲を書くことにする。

例 前ページの例題
Z 2

0

3x2
p
x3 + 1 dx を不定積分を求めずに、次のように

解く。

u = x3 + 1 とおくと
du

dx
= 3x2

であり

x = 0 のとき u = 1 , x = 2 のとき u = 9

となるからZ 2

0

3x2
p
x3 + 1 dx =

Z x=2

x=0

(
p
x3 + 1)£ 3x2 dx =

Z x=2

x=0

(
p
u)£ du

dx
dx

=

Z u=9

u=1

p
u du =

∙
2

3
u
3
2

¸u=9
u=1

=
2

3
£ 9 32 ¡ 2

3
£ 132 = 52

3

問 次の定積分を例のように
Z u=¯

u=®

p
u du =

∙
2

3
u
3
2

¸u=¯
u=®

を利用して求めよ。

Z 3

2

(2x¡ 3)
p
x2 ¡ 3x+ 4 dx

5



<定積分の置換積分法 2>

定積分が
Z b

a

f(g(x))£ g0(x) dx の形のときは不定積分の置換積分法
(5ページ)と同様にして

u = g(x)

とおくとZ x=b

x=a

f(g(x)) g0(x) dx =

Z x=b

x=a

f(u)
du

dx
dx =

Z u=¯

u=®

f(u) du

がなりたつ。ただし

x = a のとき u = ® , x = b のとき u = ¯である。

積分範囲がかわることに注意せよ。

例
Z 2

0

(x2 + x¡ 1)3 (2x+ 1) dx を求めたい。

u = x2 + x¡ 1 とおくと
du

dx
= (x2 + x¡ 1)0 = 2x+ 1

であり

x = 0 のとき u = ¡1 , x = 2 のとき u = 5

よりZ 2

0

(x2 + x¡ 1)3 (2x+ 1) dx =
Z x=2

x=0

u3
du

dx
dx =

Z u=5

u=¡1
u3 du

=

∙
1

4
u4
¸u=5
u=¡1

=
54

4
¡ (¡1)

4

4
=
624

4
= 156

問 次の定積分を求めよ。

(1)

Z 1

¡1
(x3 + x+ 2)4(3x2 + 1)dx =

(2)

Z ¼

0

cos
³
3x¡ ¼

2

´
£ 3dx =

6



<定積分の置換積分法 3>

例題
Z ¼

0

cos
³
3x¡ ¼

2

´
dx を求めよ。

(解) u = 3x¡ ¼
2
とおくと

du

dx
=
³
3x¡ ¼

2

´0
= 3

よりZ ¼

0

cos
³
3x¡ ¼

2

´
£ 3 dx =

Z ¼

0

cos(u)
du

dx
dx

の場合は前ページの方法が使える。そこで問題を式変形して
以下のように求める。Z ¼

0

cos
³
3x¡ ¼

2

´
dx =

1

3

Z ¼

0

cos
³
3x¡ ¼

2

´
£ 3 dx

=
1

3

Z x=¼

x=0

cos(u)
du

dx
dx =

1

3

Z u= 5
2
¼

u=¡¼
2

cos(u) du

=
1

3

h
sin(u)

iu= 5
2
¼

u=¡¼
2

=
1

3

n
sin

µ
5

2
¼

¶
¡ sin

³
¡¼
2

´o
=
1

3

n
1¡ (¡1)

o
=
2

3

問 以下の定積分を求めよ。

(1)

Z ¼
2

0

cos(4x¡ ¼) dx

(2)

Z ¼

0

sin
³
3x¡ ¼

2

´
dx

(3)

Z 2

¡1
(2x¡ 1)3 dx

7



<定積分の置換積分法 4>

例 前ページの例題
Z ¼

0

cos
³
3x¡ ¼

2

´
dx を以下のように解く。

u = 3x¡ ¼
2
とおくと x =

1

3
u+

¼

6
より

dx

du
=

µ
1

3
u+

¼

6

¶0
=
1

3

であるからZ x=¼

x=0

cos
³
3x¡ ¼

2

´
dx =

Z u= 5
2
¼

u=¡¼
2

cos(u)
dx

du
¢ du

=

Z u= 5
2
¼

u=¡¼
2

cos(u)
1

3
du =

∙
1

3
sin(u)

¸u= 5
2
¼

u=¡¼
2

=
1

3
sin

µ
5

2
¼

¶
¡ 1
3
sin
³
¡¼
2

´
=
2

3

一般に合成関数 f
¡
g(x)

¢
の定積分の場合は、u = g(x)とおくとZ x=b

x=a

f
¡
g(x)

¢
dx =

Z u=¯

u=®

f(u)
dx

du
du

となる。ただし

x = a のとき u = ® , x = b のとき u = ¯

である。

問 次の定積分を求めよ。

(1)

Z 3¼

¼

cos

µ
1

2
x¡ ¼

2

¶
dx

(2)

Z ¼

0

sin(4x¡ 3¼)dx

8



<定積分の置換積分法 5>

例題
Z 1

1
2

p
1¡ x2 dx を求めよ。

(解) この問題は特別なケースであり、以下のようにおくとうまく
できる。

x = sinu とおくと
dx

du
= (sinu)0 = cosu

であり

1

2
= sin(30±) = sin

³¼
6

´
; 1 = sin(90±) = sin

³¼
2

´
となるから、前ページの方法によって以下のように求まる。Z x=1

x= 1
2

p
1¡ x2 dx =

Z u=¼
2

u=¼
6

p
1¡ x2 dx

du
du

=

Z u=¼
2

u=¼
6

³p
1¡ sin2 u

´
cos(u) du =

Z u= x
2

u=¼
6

cos2(u) du

=

Z u=¼
2

u=¼
6

½
1

2
+
1

2
cos(2u)

¾
du =

∙
u

2
+
1

4
sin(2u)

¸u=¼
2

u=¼
6

=

µ
¼

4
+
1

4
sin(¼)

¶
¡
µ
¼

12
+
1

4
sin
³¼
3

´¶
=
¼

6
¡
p
3

8

(注) ここで以下の三角関数の性質を使った。

cos2 u+ sin2 u = 1 ; cos2(u) =
1 + cos(2u)

2
(半角の公式)

問
Z 1

2

0

p
1¡ x2 dx を求めよ。

9



<定積分の部分積分>

不定積分の部分積分の公式Z
f(x)g0(x)dx = f(x)g(x)¡

Z
f 0(x)g(x)dx

から次のことがわかる。Z b

a

f(x)g0(x)dx =
h
f(x)g(x)

ib
a
¡
Z b

a

f 0(x)g(x)dx

例 (1)

Z 4

2

(x¡ 2)(x¡ 4)2dx =

Z 4

2

(x¡ 2)£
½
(x¡ 4)3
3

¾0
dx

=

∙
(x¡ 2)(x¡ 4)

3

3

¸4
2

¡
Z 4

2

(x¡ 2)0 £ (x¡ 4)
3

3
dx

= (0¡ 0) ¡ 1

3

Z 4

2

(x¡ 4)3 dx

= ¡1
3

∙
(x¡ 4)4
4

¸4
2

= ¡1
3

µ
0¡ (¡2)

4

4

¶
=
4

3

(2)

Z ¼

0

x cosx dx =

Z ¼

0

x£ (sin x)0 dx

=
h
x sinx

i¼
0
¡
Z ¼

0

(x)0 £ sinx dx

= (¼ sin¼ ¡ 0) ¡
Z ¼

0

sinx dx

= ¡
h
¡ cosx

i¼
0
= ¡

n
¡ cos¼ ¡ (¡ cos 0)

o
= ¡2

問 次の定積分を求めよ。

(1)

Z 1

0

x(x¡ 1)5 dx

(2)

Z e

1

x log x dx

10



<面積１>

a 5 x 5 bで f(x) = 0のとき定積分
Z b

a

f(x)dxは曲線 y = f(x)

と x軸および直線 x = aと x = bとで囲まれた部分の面積を表す。

例１ 半径 1の円の一部分である右図のような

斜線部分の面積 Sは、9ページの例題より

S =

Z 1

1
2

p
1¡ x2 dx = ¼

6
¡
p
3

8

例２ 直線 y = x+ 3と曲線 y = x2 + 1とで

囲まれた部分の面積 Sを求める。

右図のような斜線部分の面積 S1 ; S2

を考えると、以下のように計算できる。

S = S1 ¡ S2 =
Z 2

¡1
(x+ 3)dx¡

Z 2

¡1
(x2 + 1)dx

=

Z 2

¡1

©
(x+ 3)¡ (x2 + 1)ª dx = Z 2

¡1

©¡x2 + x+ 2ª dx
=

∙
¡1
3
x3 +

1

2
x2 + 2x

¸2
¡1

=

µ
¡8
3
+
4

2
+ 4

¶
¡
µ
1

3
+
1

2
¡ 2
¶
=
9

2

問 曲線 y = ¡x2 + 2x+ 3と y = x2 + 2x+ 1
で囲まれた部分の面積 Sを求めよ。

11



<面積２>

例 直線 y = x¡ 1と曲線 y = x2 ¡ 3とで
囲まれた部分の面積 Sを求める。

直線と曲線を共に y軸方向に 4

だけ平行移動させると、

y = x¡ 1は y = x+ 3に
y = x2 ¡ 3は y = x2 + 1に移る。
Sは y = x+ 3と y = x2 + 1とで

囲まれた部分の面積と等しいから

前ページの例より

S =

Z 2

¡1

©
(x+ 3)¡ (x2 + 1)ªdx = 9

2

（注）S =
Z 2

¡1

©
(x¡ 1)¡ (x2 ¡ 3)ªdx としても求まる。

問１ 右図のように曲線 y = f(x) ; y = g(x)と

曲線 x = a ; x = bとで囲まれた部分

の面積 Sを f(x)と g(x)に関する

積分で表せ。

（ただし g(x) < f(x)とする）

問２ 曲線 y = ¡x2 + 2x+ 3と y = x2 ¡ 1
で囲まれた部分の面積 Sを求めよ。

12



<体積１>

例 図１のような底面が（斜辺 5
p
2の）直角二等辺

三角形で高さが 7の三角錐ＯＡＢＣの体積

V を求めたい。ＯＣを n等分し、図２のような

階段状の立体の体積 Vnで近似する。

この階段状の立体は厚さ
7

n
の三角柱

の集まりであり、その体積を上から順に

v1 ; v2 ; v3 ; ¢ ¢ ¢ ; vn
とおくと、

Vn = v1 + v2 + v3 + ¢ ¢ ¢ + vn
となる。第 k番目の三角柱の体積を vk

とする。図３のようにＯからの距離を xk ;

二等辺三角形の一辺の長さを ykとおくと、

yk = xk £ 5
7

; xk =
7

n
£ k

であるから、図４より

vk =
1

2
£ yk £ yk £ 7

n
=
52 £ 7
2n3

£ k2

となる。よって

Vn =
52 £ 7
2n3

£12+5
2 £ 7
2n3

£22+ ¢ ¢ ¢ +5
2 £ 7
2n3

£n2

=
52 £ 7
2n3

£ ©12 + 22 + ¢ ¢ ¢ + n2ª
=
52 £ 7
2n3

£ 1
6
n(n+ 1)(2n+ 1)

=
52 £ 7
12

£
µ
1 +

1

n

¶µ
2 +

1

n

¶
となる。

問 n!1として三角錐の体積 V を求めよ。
V = lim

n!1
Vn =

13



<体積２>

例 前ページの三角錐の体積 V

を以下のように求める。前ページの

図３でＯＢＣを下にすると右の図１

のようになる。ＯＣを n等分したとき、

小区間の幅を hとすると、

h =
7

n
; xk = kh (k = 0 ; 1 ; 2 ; ¢ ¢ ¢ ; n)

となる。そこで k番目の三角柱の

底面積を f(xk)とすると、図２より

f(xk) =
1

2
£
µ
5

7
xk

¶2
=
25

98
(xk)

2

であり、小三角形の体積 vkは

vk = f(xk)£ h (k = 1 ; 2 ; ¢ ¢ ¢ ; n)
となる。従って前ページの図２の階段状の立体の体積 Vnは

Vn = v1 + v2 + ¢ ¢ ¢ + vn
=
©
f(x1) + f(x2) + ¢ ¢ ¢ + f(xn)

ª
h

である。ここで x1 ; x2 ; ¢ ¢ ¢ ; xnは区間 [0 5 x 5 7]を n等分した分点

である。hは小区間の幅であるから、n!1とした極限は、
定積分の定義より

V = lim
n!1

Vn = lim
n!1

©
f(x1) + f(x2) + ¢ ¢ ¢ + f(xn)

ª
h =

Z 7

0

f(x)dx

となる。

問 f(xk) =
25

98
(xk)

2 より f(x) =
25

98
x2 である。次の定積分を計算

することにより、V を求めよ。

V =

Z 7

0

f(x)dx =

14



<体積３>

例１ 前ページの計算を簡単にまとめると

以下のようになる。

三角錐の頂点Oからの距離が x

である（OC上の）点をDとする。

点Dを通り、直線OCに垂直な平面で切った断面の面積を

f(x)とおくと

f(x) =
1

2
£
µ
5

7
x

¶2
=
25

98
x2

となる。三角錐OABCの体積 V は断面積 f(x)の x = 0から x = 7

までの定積分

V =

Z 7

0

f(x)dx =

Z 7

0

25

98
x2dx

で求まる。

例２ 底面が右図のような

三角形ABCで高さが

9である三角錐OABC

の体積 V を求めたい。

Oからの距離が xである（OC上の）

点をDとし、点Dを

通り直線OCに垂直な平面で

切った断面積DEFの面積を

f(x)とする。

問 例２の場合に次の問に答えよ。

(1) 断面積 f(x)を xで表せ。（ヒント x : DE = 9 : 3）

(2) 次の定積分を計算することにより、体積 V を求めよ

V =

Z 9

0

f(x)dx =

15



<体積４>

例 一辺の長さが 2の正三角形が底面で、

高さが 5の三角錐OABCの

体積 V を求めたい。

図２のように三角錐を横にし、

頂点Oから底面への垂線を

x軸とする。頂点からの距離

が xである平面で切りとった

断面DEFの面積を f(x)

とおく。三角形DEFは一辺が
2

5
xの正三角形であるから、

その面積 f(x)は

f(x) =
1

2
£
µ
2

5
x

¶
£
µ
2

5
x

¶
£ sin 60± =

p
3

25
x2

となる。よって三角錐の体積 V は

V =

Z 5

0

f(x)dx =

Z 5

0

p
3

25
x2dx =

"p
3

75
x3

#5
0

=
5
p
3

3

問１ 底面が半径 2の円で、高さが 8

の円錐の体積 V を求めたい。

右図の断面積 f(x)と体積 V を

求めよ。

f(x) = ; V =

問２ 底面が一辺 2の正方形で、高さが 6

の四角錐の体積 V を求めたい。

右図の断面積 f(x)と体積 V を

求めよ。

f(x) = ; V =

16



<体積５>

前ページの例からわかるように、ある立体

が図１のように基準線（x軸）に垂直な

断面の集まりと見なされるとき、断面積

f(x)がわかっていれば図１の立体の

体積 V は

V =

Z b

a

f(x)dx

で求められる。

例 図２の斜線部分を x軸のまわりに

一回転してできた立体図は図３の

ような立体である。図３の斜線

部分の断面は半径
p
4¡ x2の円

であるから、その断面積 f(x)は

f(x) = ¼(
p
4¡ x2)2 = ¼(4¡ x2)

となる。よって図３の立体の体積 V は

V =

Z 1

¡1
¼(4¡ x2)dx = ¼

∙
4x¡ x

3

3

¸1
¡1
=
22

3
¼

問 半径 rの球は図４の斜線部分

を x軸のまわりに一回転してできた

立体と考えられる。例を参考にして

半径 rの球の体積 V を求めよ。
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<体積６>

ある立体が図 1のように基準線 (x軸)に垂直な断
面の集まりとみなされるとき断面積 S(x)がわかっ
ていれば、図 1の立体の体積 V は

V =

Z b

a

S(x)dx

で求められる。

図 2のように、曲線 y = f(x)と x軸および直線
x = aと x = bで囲まれた部分を x軸のまわりに
回転してできた立体の体積 V は、断面が半径 f(x)
の円であるから

S(x) = ¼
©
f(x)

ª2
より

V =

Z b

a

S(x)dx =

Z b

a

¼
©
f(x)

ª2
dx

となる。

例 底面が半径 rの円で高さ hの円錐の体積 V を
求めたい。この円錐は図 3の斜線部分を x軸
のまわりに回転してできた回転体であるから

V =

Z h

0

¼
³ r
h
x
´2
dx = ¼

r2

h2

Z h

0

x2dx

=
¼r2

h2

∙
1

3
x3
¸x=h
x=0

=
¼r2

h2
£ 1
3
h3 =

¼

3
r2h

問 図 4の斜線部分を x軸のまわりに回転してで
きた回転体の体積 V を µを用いて (出来るだ
け簡単に)表せ。(ヒント 1+tan2 µ = 1

cos2 µ
)

(図 1)

(図 2)

(図 3)

(図 4)
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< 体積 7 >

例 図 1のの立体は底面が 4£ 3の長方形ABCO
である四角柱を平面DEFGで切り取った

立体である。各辺の長さは

AB = OC = 4 ; OA = BC = 3

BF = DO = 2 ; AE = 3 ; CG = 1

である。この立体の体積 V を

求めたい。図 2のように平面CGDO

からの距離が xである平面で切り取った

断面の面積を S(x)とする。この断面は

図 3のような台形である

問1 図 4を参考にして aの長さを xで表せ。

a =

問2 図 5を参考にして bの長さを xで表せ。

b =

問3 図 3の面積 S(x)を求めよ。

S(x) =

問4 S(x)を積分することによって

図 1の立体の体積 V を求めよ。

V =

Z 3

0

S(x)dx

19



<体積 8>

例 平面 z =
1

3
x¡ 1

4
y + 2 と xy平面、 yz 平

面、 xz平面及び平面 x = 3 と平面 y = 4
で囲まれた立体の体積 V を求めたい。

図２のように、x軸の座標が xである平面で切
り取った断面の面積を S(x)とすると、S(x)は図
３の斜線部分の面積であるから、xを定数と考え
て、yで積分すれば

S(x) =

Z 4

0

µ
1

3
x¡ 1

4
y + 2

¶
dy

=

∙
1

3
xy ¡ 1

8
y2 + 2y

¸y=4
y=0

=
4

3
x¡ 4

2

8
+ 2£ 4¡ 0 = 4

3
x+ 6

となる。よって体積 V は

V =

Z 3

0
S(x) dx

=

Z 3

0

µ
4

3
x+ 6

¶
dx =

∙
2

3
x2 + 6x

¸3
0

= 24

(注) 図 1の立体は前ページと同じ
立体である。

(図 1)

(図 2)

(図 3)
問 平面 z = 5¡ x+ 0:2y と xy平面、yz平面、

xz平面及び平面 x = 2 と平面 y = 3 で囲
まれた立体の体積 V を求めよ。
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<体積 9>

例 曲面 z = 4¡ 4
5
x+

1

2
xy +

4

5
y ¡ 3

5
y2 と xy 平面、

yz平面、xz平面および平面 x = 2 と平面 y = 3
とで囲まれた立体の体積 V を求めたい。

図２のように、x軸の座標が x である平面で切り取っ
た断面の面積を S(x) とおくと、S(x) は図３の斜線部
分の面積であるから、x を定数と考えると、

S(x) =

Z 3

0

µ
4¡ 4

5
x+

1

2
xy +

4

5
y ¡ 3

5
y2
¶
dy

=

∙
4y ¡ 4

5
xy +

1

4
xy2 +

2

5
y2 ¡ 1

5
y3
¸y=3
y=0

= 12¡ 12
5
x+

9

4
x+

18

5
¡ 27
5
¡ 0

=
51

5
¡ 3

20
x

である。よって体積 V は

V =

Z 2

0

S(x)dx

=

Z 2

0

µ
51

5
¡ 3

20
x

¶
dx =

∙
51

5
x¡ 3

40
x2
¸2
0

=
201

10

(図 1)

(図 2)

(図 3)

問 曲面 z = 3¡ x2

2
+ xy

2
+ 2y ¡ y2 と xy 平面、

yz 平面、xz 平面および平面 x = 2 と平面 y = 3
とで囲まれた立体の体積 V を求めよ。
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<体積 10>

例 立体の体積 V を求めるのに、前ページでは、x軸
に垂直な平面で切りとった断面積を xについて積
分して、V を求めた。
前ページと同じ立体の体積 V を求めるのに、今度
は y軸に垂直な平面で切りとった断面積を使う。

y軸の座標が yである平面で切りとった断面の面積を
S(y)とすると、S(y)は右図のような斜線部分の面積だ
から、yを定数と考えて、xで積分すれば、

S(y) =

Z 2

0

µ
4¡ 4

5
x+

1

2
xy +

4

5
y ¡ 3

5
y2
¶
dx

=

∙
4x¡ 2

5
x2 +

1

4
x2y +

4

5
yx¡ 3

5
y2x

¸x=2
x=0

= 8¡ 8
5
+ y+

8

5
y¡ 6

5
y2¡ 0 = 32

5
+
13

5
y¡ 6

5
y2

となる。よって体積 V は

V =

Z 3

0

S(y)dy =

Z 3

0

µ
32

5
+
13

5
y ¡ 6

5
y2
¶
dy

=

∙
32

5
y +

13

10
y2 ¡ 2

5
y3
¸3
0

=
96

5
+
117

10
¡ 54
5
¡ 0 = 201

10

問 20ページの例と同じ立体の体積 V を求めたい。y
軸に垂直な平面で切りとった断面の面積 S(y)を求
め、V を S(y)を積分することによって求めよ。

S(y) =

V =

22



<累次積分 1>

2変数関数 f(x; y)が

a 5 x 5 b; c 5 y 5 d
の範囲で正 (プラス) であるとき、曲
面 z = f(x; y) と xy 平面、および平面
x = a; x = b; y = c; y = dで囲まれた部
分の体積を V とする。図 2より

V =

Z b

a

S(x)dx; S(x) =

Z d

c

f(x; y)dy

だから

V =

Z b

a

½Z d

c

f(x; y)dy

¾
dx

(図 1)

(図 2)

となる。この種の積分を
るい

累
じ

次積分または
ちく

逐
じ

次積分という。
この積分を計算するには、まず xを定数と思って yに関する定積分を
計算して、xの関数S(x)が得られたら、この関数をxで積分すればよい。

例
Z 2

1

½Z 3

2

(4¡ x+ xy + y2)dy
¾
dx

=

Z 2

1

(∙
(4¡ x)y + 1

2
xy2 +

1

3
y3
¸y=3
y=2

)
dx

=

Z 2

1

½µ
(4¡ x)£ 3 + 9

2
x+

27

3

¶
¡
µ
(4¡ x)£ 2 + 4

2
x+

8

3

¶¾
dx

=

Z 2

1

½
31

3
+
3

2
x

¾
dx =

∙
31

3
x+

3

4
x2
¸x=2
x=1

=
151

12

問 次の累次積分を計算せよ。Z 4

1

½Z 2

1

¡
3¡ 6x2 + 4xy¢ dy¾ dx
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<累次積分 2>

f(x; y) > 0 のとき、曲面 z = f(x; y)
と xy平面及び平面 x = a、 x = b、
y = c、 y = d で囲まれた部分の体積
V は、前ページより

V =

Z b

a

½Z d

c

f(x; y)dy

¾
dx

であった。一方、右図より

V =

Z b

c

S(y)dy、S(y) =
Z b

a

f(x; y)dx

だから、

V =

Z d

c

½Z b

a

f(x; y)dx

¾
dy

である。よってZ b

a

½Z d

c

f(x; y)dy

¾
dx =

Z d

c

½Z b

a

f(x; y)dx

¾
dy

が成り立つ。これを累次積分の順序交換可能性という。

例
Z 3

2

½Z 2

1

¡
4¡ x+ xy + y2¢ dx¾ dy = Z 3

2

½Z 2

1

¡
4 + y2 + (y ¡ 1)x¢ dx¾ dy

=

Z 3

2

(∙¡
4 + y2

¢
x+ (y ¡ 1)£ 1

2
x2
¸x=2
x=1

)
dy

=

Z 3

2

½µ¡
4 + y2

¢£ 2 + (y ¡ 1)£ 4
2

¶
¡
µ¡
4 + y2

¢
+ (y ¡ 1)£ 1

2

¶¾
dy

=

Z 3

2

½
y2 +

3

2
y +

5

2

¾
dy =

∙
1

3
y3 +

3

4
y2 +

5

2
y

¸y=3
y=2

=
151

12

問 次の累次積分を計算せよ。Z 3

2

½Z 2

1

¡
4¡ x+ xy + y2¢ dx¾ dy
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<長方形領域の 2重積分１>
xy平面上の長方形領域D = f(x; y) : a 5 x 5 b; c 5 y 5 dg
における 2変数関数 z = f(x; y)の 2重積分をZZ

D

f(x; y)dxdy = lim
n!1

nX
i=1

nX
j=1

f(xi; yj)¢x¢y

µ
ただし ¢x =

b¡ a
n
; ¢y =

d¡ c
n

¶
で定義する。f > 0ならば左図の立体の体積を意味し、そ
れを右図の小長方体の和で近似している。

体積を累次積分で求めたように、D = f(x; y) : a 5 x 5 b; c 5 y 5 dgならばZZ
D

f(x; y)dxdy =

Z b

a

½Z d

c

f(x; y)dy

¾
dx =

Z d

c

½Z b

a

f(x; y)dx

¾
dy

が成立する。

例 D =
©
(x; y) : 1 5 x 5 2; 0 5 y 5 3

ª
のときZZ

D
(1 + 2xy) dxdy =

Z 2

1

½Z 3

0
(1 + 2xy) dy

¾
dx =

Z 2

1

n£
y + xy2

¤y=3
y=0

o
dx

=

Z 2

1

n
(3 + 9x)¡ 0

o
dx =

∙
3x+

9

2
x2
¸2
1

= (6 + 18)¡
µ
3 +

9

2

¶
=
33

2

問 D = f(x; y) : ¡1 5 x 5 1; 0 5 y 5 2gのとき、次の 2重積分の値
を求めよ。ZZ

D

¡
2xy + 3y2

¢
dxdy

25



< 長方形領域の２重積分２ >

例 D =
n
(x; y) : 1 5 x 5 4 ; 0 5 y 5 ¼

2

o
のとき

ZZ
D

x2 cos y dxdy =

Z ¼
2

0

½Z 4

1

x2 cos y dx

¾
dy =

Z ¼
2

0

½h x3
3
cos y

ix=4
x=1

¾
dy

=

Z ¼
2

0

½
64

3
cos y ¡ 1

3
cos y

¾
dy =

Z ¼
2

0

f21 cos ygdy =
h
21 sin y

iy=¼
2

y=0
= 21

（別解）ZZ
D

x2 £ cos y dy =
Z 4

1

x2 dx£
Z ¼

2

0

cos y dy =
h1
3
x3
ix=4
x=1

£
h
sin y

iy=¼
2

y=0
= 21 £ 1 = 21

この例のように２変数関数 f(x; y)が xの関数 g(x)と yの関数 k(y)

との積 f(x; y) = g(x) £ k(y) となっているとき、長方形領域における

２重積分は、（ xに関する定積分）£（ yに関する定積分）になる。すなわち

ZZ
D

g(x)k(y) dxdy =

µZ b

a

g(x)dx

¶
£
µZ d

c

k(y)dy

¶
ただし D =

©
(x; y) : a 5 x 5 b ; c 5 y 5 dg

となる。

問 次の重積分の値を求めよ。

(1)

ZZ
D

x3 sin y dxdy =

D =
©
(x; y) : 0 5 x 5 2 ; 0 5 y 5 ¼

ª

(2)

ZZ
D

e¡2x¡3y dxdy =

D =
©
(x; y) : 0 5 x 5 1 ; 0 5 y 5 1

ª
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<一般領域の 2重積分 1>

xy平面上の有界領域 Dに対し、 Dが
領域 f(x; y) : a 5 x 5 b; c 5 y 5 dg
に含まれる様に定数 a、b、c、d をとる。

一般の２変数関数 f(x; y) に対して、領
域 Dにおける２重積分を次式で定義する。

ZZ
D

f(x; y)dxdy =

Z b

a

½Z d

c

fD(x; y)dy

¾
dx =

Z d

c

½Z b

a

fD(x; y)dx

¾
dy

ただし、

fD(x; y) =

(
f(x; y) : (x; y)が Dの点

0 : それ以外

である。右上図では、上部の曲面が z = f(x; y) を表し、 D以外で 0
になっている濃い曲面が z = fD(x; y) である。 f > 0 のとき、 Dに
おける２重積分の値は、底面が Dである柱上の立体の体積を意味する。

例 右図の斜線部分を領域 Dとする。今、

D1 = f (x; y) : 1 5 x 5 2 ; 0 5 y 5 1 g
D2 = f (x; y) : 2 5 x 5 3 ; 1 5 y 5 2 g
と置くと、 Dは D1と D2の和集合で
あるから、２重積分の定義より、ZZ

D
(x+ y)dxdy =

ZZ
D1

(x+ y)dxdy +

ZZ
D2

(x+ y)dxdy

が成り立つ。

問 例の計算を完成せよ。ZZ
D

(x+ y)dxdy =
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<一般領域の 2重積分 2>

xy平面上の領域 Dが、２つの曲線 y =
'1(x)、 y = '2(x) と２つの直線 x = a、
x = b とで囲まれているとき、すなわち

D = f (x; y) : a 5 x 5 b ; '1(x) 5 y 5 '2(x) g
となっているとき、２変数関数 f(x; y) の D
における重積分は、累次積分ZZ

D

f(x; y)dxdy =

Z b

a

(Z '2(x)

'1(x)

f(x; y)dy

)
dx

によって計算される。

例 領域 Dが、右図の斜線部分であるとき、
Dは、

D = f (x; y) : 1 5 x 5 2 ; 0 5 y 5 ¡x+ 2g
と表されるから、ZZ

D

(x+ y)dxdy =

Z 2

1

½Z ¡x+2

0

(x+ y)dy

¾
dx

=

Z 2

1

(∙
xy +

1

2
y2
¸y=¡x+2
y=0

)
dx =

Z 2

1

½
x(¡x+ 2) + 1

2
(¡x+ 2)2 ¡ 0

¾
dx

=

Z 2

1

½
¡1
2
x2 + 2

¾
dx =

∙
¡1
6
x3 + 2x

¸x=2
x=1

=
5

6

問 Dが右図の斜線部分であるとき、２重積分ZZ
D

¡
2xy ¡ y2¢ dxdy の値を求めよ。
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<一般領域の 2重積分 3>

xy平面上の領域 Dが

D = f (x; y) : c 5 y 5 d ; Ã1(y) 5 x 5 Ã2(y)g
と表されているとき、２変数関数 f(x; y)の
Dにおける重積分は、累次積分ZZ

D

f(x; y)dxdy =

Z d

c

(Z Ã2(y)

Ã1(y)

f(x; y)dx

)
dy

によって計算される。

例 領域 D が右図の斜線の部分であるとき、 D は
D = f(x; y) : 1 5 y 5 2 ; 0 5 x 5 y ¡ 1 g と表
されるから、ZZ

D

¡
x2 + y

¢
dxdy =

Z 2

1

½Z y¡1

0

¡
x2 + y

¢
dx

¾
dy

=

Z 2

1

(∙
1

3
x3 + xy

¸x=y¡1
x=0

)
dy =

Z 2

1

½
1

3
(y ¡ 1)3 + y2 ¡ y

¾
dy

=

∙
1

12
(y ¡ 1)4 + 1

3
y3 ¡ 1

2
y2
¸y=2
y=1

=

µ
1

12
+
8

3
¡ 4
2

¶
¡
µ
0 +

1

3
¡ 1
2

¶
=
11

12

(注) D = f (x; y) : 0 5 x 5 1 ; x+ 1 5 y 5 2 g と考えてZZ
D

¡
x2 + y

¢
dxdy =

Z 1

0

½Z 2

x+1

¡
x2 + y

¢
dy

¾
dx

を計算しても同じ答が出るが、この場合は例の様にやる方が累次積分の計算が
楽になる

問 Dが右図の斜線部分であるとき、２重積分ZZ
D

(x+ xy)dxdy の値を求めよ。
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<面積比>

例 極座標変換

(1)

½
x = r cos µ
y = r sin µ

は図 1のような (r; µ)平面上の長方形領域D
を図 2のような (x; y)平面上の領域D0 に移
す。領域 D の面積を ¢(r; µ)、領域 D0 の面
積を¢(x; y)とすると、DとD0 の面積比は

(図 1) (図 2)

¢(x; y)

¢(r; µ)
=

1

2
(¢µ)(r +¢r)2 ¡ 1

2
(¢µ)r2

(¢r)(¢µ)
= r +

1

2
(¢r) ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ (2)

ここで ¢r ! 0;¢µ! 0の極限を
@(x; y)

@(r; µ)
と書くことにすれば、

@(x; y)

@(r; µ)
= lim

¢r!0
¢µ!0

¢(x; y)

¢(r; µ)
= lim

¢r!0
¢µ!0

µ
r +

1

2
¢r

¶
= r ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ (3)

となる。一方Ⅳの 37ページの結果から、(1)のヤコビアンは J = r だから

@(x; y)

@(r; µ)
= r = J =

¯̄̄̄
¯

@x
@r

@x
@µ

@y
@r

@y
@µ

¯̄̄̄
¯

この例から一般に uと v の関数 x = x(u; v); y = y(u; v)に対して、微小領域の面積比をヤコビアンの絶対値

@(x; y)

@(u; v)
= jJ j =

¯̄̄̄
¯

@x
@u

@x
@v

@y
@u

@y
@v

¯̄̄̄
¯の絶対値 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ (4)

で定義する。
(注)ヤコビアンは負になる場合もあるので、面積比を表すために絶対値をつける。

問 一次変換½
x = 3u+ 2v
y = u+ 4v

によって uv 平面上の正方形領域 OABC(図
3)は、xy平面上の平行四辺形領域O0A0B0C0

(図 4)に移る。

(図 3) (図 4)
(1) ¢(u; v)と ¢(x; y)を求め、その比を計算せよ。

¢(u; v) = , ¢(x; y) = ,
¢(x; y)

¢(u; v)
=

µ
(ヒント) ¡!a =

µ
a1
a2

¶
;
¡!
b =

µ
b1
b2

¶
の作る平行四辺形の面積は

¯̄̄̄
a1 b1
a2 b2

¯̄̄̄
の絶対値

¶
(2) xと y を uと v で偏微分して、ヤコビアン J を求めることによって面積比を求めよ。

@(x; y)

@(u; v)
=
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<重積分の変数変換１>
一変数関数の定積分の置換積分Z x=b

x=a

f(x)dx =

Z u=¯

u=®

f
¡
x(u)

¢dx
du
du

Ã
x = x(u)

a = x(®) ; b = x(¯)

!
と同様に２変数関数 f(x; y)に対し、xと yが uと vの関数であり、

x = (u; v) ; y = y(u; v)

によって、uv平面上の領域­が
xy平面上の領域Dに移されるとき、

ZZ
D

f(x; y)dxdy =

ZZ
­

f
¡
x(u; v) ; y(u; v)

¢@(x; y)
@(u; v)

dudv

が成り立つ。ここで
@(x; y)

@(u; v)
は前ページの面積比である。

例題 領域Dが右図の場合
ZZ

D

(x+ y)dxdy を求めよ。

解 前ページの問より一次変換(
x = 3u+ 2v

y = u+ 4v

によって uv平面上の正方形領域

­ = f(u; v) : 0 5 u 5 2 ; 0 5 v 5 2g
は xy平面上の領域Dに移る。

J =
3 2
1 4

= 12¡ 2 = 10

より
@(x; y)

@(u; v)
= 10 だから

ZZ
D

(x+ y)dxdy =

ZZ
­

¡
(3u+ 2v) + (u+ 4v)

¢
10dudv = 10£

Z 2

0

½Z 2

0

(4u+ 6v)du

¾
dv

= 10

Z 2

0

½£
2u2 + 6uv

¤u=2
u=0

¾
dv = 10

Z 2

0

f8 + 12vgdv = 10££8v + 6v2¤v=2
v=0

= 400

問 例題と同じ領域Dに対し
ZZ

D

(x¡ y)dxdy を求めよ。
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< 重積分の変数変換 2 >

例題 領域Dが図 1の場合にZZ
D
e¡x

2¡y2dxdy を求めよ。

解 極座標変換(
x = r cos µ

y = r sin µ

によって rµ平面の長方形領域

­ =
n
(r; µ) : 0 5 r 5 1 ; 0 5 µ 5 ¼

4

o0@ 半径 rは 0から 1まで
角µは 0から

¼

4

1A
は xy平面上の領域Dに移される。30ページより極座標変換の

面積比は

@(x; y)

@(r; µ)
= r

であるからZZ
D
e¡x

2¡y2dxdy =
ZZ
­
e¡(r cos µ)

2¡(r sin µ)2 @(x; y)
@(r; µ)

drdµ

=

ZZ
­
e¡r

2(cos2 µ+sin2 µ)rdrdµ =

Z ¼
4

0

½Z 1

0

e¡r
2

rdr

¾
dµ =

Z ¼
4

0

(∙
¡1
2
e¡r

2

¸r=1
r=0

)
dµ

=

Z ¼
4

0

½
¡1
2
e¡1 +

1

2
e0
¾
dµ =

1

2
(¡e¡1 + 1)

Z ¼
4

0

dµ =
1

2
(1¡ e¡1)£ ¼

4
=
¼

8
(1¡ e¡1)

問 領域Dが図 2の場合にZZ
D
e¡x

2¡y2dxdy

を求めよ。
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< 質量と重心１ >

例 細長い棒 AC に図１のように

おもり m1; m2; m3 がかかっ

ているとする。棒自身のおもさ

を無視して重心Gの位置を

求めたい。

この問題を図２のように

数直線上におもり m1; m2; m3

がかかっていると考え、

各点の座標を x1; x2; x3 として

重心の座標 g を求めたい。

重心の意味から

(1) `1 = g ¡ x1;
`2 = x2 ¡ g; `3 = x3 ¡ g

とおくと

(2) m1 £ `1 = m2 £ `2 +m3 £ `3
が成り立つ。(2) 式に (1) を代入すると

m1g ¡m1x1 = (m2x2 ¡m2g) + (m3x3 ¡m3g)
より

(m1 +m2 +m3)g = m1x1 +m2x2 +m3x3

ここで全質量を M = m1 +m2 +m3 とおくと

g =
1

M

©
m1x1 +m2x2 +m3x3

ª
が成り立つ。

問 数直線上に n 個のおもり

m1; m2; ¢ ¢ ¢ ; mn¡1; mn

が図３のようにかかっているとき
重心Gの位置を全質量

M = m1 +m2 + ¢ ¢ ¢+mn¡1 +mn

と m1; ¢ ¢ ¢ ; mn; x1; ¢ ¢ ¢ ; xnを使って
表せ。
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<質量と重心 2>

例 野球のバットのような立体 (図 1)を考
える。中心軸 (x軸)に垂直な断面の断面
積 S(x)が分かっている場合、この立体
の体積 V は

V =

Z b

a

S(x)dx

であった。もしこのバットの材質が均一
であれば、その質量M は体積の定数倍
(K倍)になると考えられるので

M = KV =

Z b

a

KS(x)dx

(図 1)

(図 2)

と表される。この場合被積分関数KS(x)をこの立体の質量分布の
密度関数という。
この立体の重心Gの位置 g(図 2)を求めたい。
区間 [a; b]を n等分して、その分点を

a = x0; x1; ¢ ¢ ¢ ; xn = b
とおき、それぞれ

m1; m2; ¢ ¢ ¢ ;mn

のおもりがかかっているとする (図 3)。

このとき¢x =
b¡ a
n
とすると

(図 3)

mk =

Z xk

xk¡1
KS(x)dx ; KS(xk)¢x (k = 1; 2; ¢ ¢ ¢ ; n)

である。前ページの結果より

g =
1

M

©
m1x1 +m2x2 + ¢ ¢ ¢+mnxn

ª
; 1

M

©
x1KS(x1) + ¢ ¢ ¢+ xnKS(xn)

ª
¢x

である。n!1とすれば定積分の区分求積法による定義から

g =
1

M

Z b

a

xKS(x)dx =
1R b

a
KS(x)dx

Z b

a

xKS(x)dx

となる。
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<質量と重心 3>

数直線の区間 [a; b]に質量があるとき、その質
量分布の密度関数が f(x)であれば、全質量M
と重心の座標 gは

M =

Z b

a

f(x)dx ; g =
1

M

Z b

a

xf(x)dx

で表される。f(x)を単に密度関数とか重み関数などという。

例 数直線上の区間 [0; 3]に質量があり、その
密度関数 f(x)が

f(x) =

½
2x : 0 5 x 5 1

¡x+ 3 : 1 5 x 5 3

である場合、全質量M と重心の座標 gは

M =

Z 3

0

f(x)dx =

Z 1

0

2xdx+

Z 3

1

(¡x+ 3)dx =
h
x2
i1
0
+
h
¡x

2

2
+ 3x

i3
1
= 3

g =
1

M

Z 3

0

xf(x)dx =
1

3

Z 1

0

x£ 2xdx+ 1

3

Z 3

1

x£ (¡x+ 3)dx

=
1

3

h 2
3
x3
i1
0
+
1

3

h
¡x

3

3
+
3

2
x2
i3
1
=

4

3

問 数直線上の区間 [0; 2]に質量があり、その
密度関数 f(x)が

f(x) = ¡x2 + 2x (0 5 x 5 2)

である場合、全質量M と重心の座標 gを
求めよ。
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<質量と重心 4>

平面上の領域Dに質量がある場合、その質量
分布の密度関数が f(x; y)であれば、全質量M
と重心の座標 (gX ; gY )は

M =

ZZ
D

f(x; y)dxdy ; gX =
1

M

ZZ
D

xf(x; y)dxdy ; gY =
1

M

ZZ
D

yf(x; y)dxdy

で表される。

例 平面上の領域 D が右図の斜線部分の
三角形とする。この三角形の重心の位置
(gX ; gY )を求めたい。Dにかかる質量は均
一に 1とする。(すなわち f(x; y) = 1であ
る。)このとき全質量M は

M =

ZZ
D

1dxdy = Dの面積 =
1

2
£ 3£ 2 = 3

である。ここでDをD1とD2に分けると、

D1 =
©
(x; y) : 0 5 x 5 1 ; 0 5 y 5 2x

ª
D2 =

©
(x; y) : 1 5 x 5 3 ; 0 5 y 5 ¡x+ 3ª

より

gX =
1

M

ZZ
D

xf(x; y)dxdy =
1

3

ZZ
D1

xdxdy +
1

3

ZZ
D2

xdxdy

=
1

3

Z 1

0

½Z 2x

0

xdy

¾
dx+

1

3

Z 3

1

½Z ¡x+3

0

xdy

¾
dx

=
1

3

Z 1

0

n£
xy
¤y=2x
y=0

o
dx+

1

3

Z 3

1

n£
xy
¤y=¡x+3
y=0

o
dx

=
1

3

Z 1

0

2x2 dx+
1

3

Z 3

1

(¡x2 + 3x)dx = 4

3

問 例の場合に gY を求めよ。
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< 広義積分１ >

定数 a; b (a < b)と関数 f(x)に対し定積分Z b

a

f(x)dx

を考える。今 a! ¡1 ; b! +1のときの極限値が存在する場合に
lim

b!+1

Z b

a
f(x)dx =

Z 1

a
f(x)dx ; lim

a!¡1

Z b

a
f(x)dx =

Z b

¡1
f(x)dx

lim
b!+1
a!¡1

Z b

a
f(x)dx =

Z 1

¡1
f(x)dx

と表し，広義の定積分または広義積分という。

例１
Z 1

0
e¡2xdx = lim

b!1

Z b

0
e¡2xdx = lim

b!1

∙
¡1
2
e¡2x

¸x=b
x=0

= lim
b!1

∙
¡1
2
e¡2b +

1

2
e0
¸
= lim
b!1

µ
¡ 1

2e2b
+
1

2

¶
=
1

2

例２
Z 1

1

1

x4
dx = lim

b!1

Z b

1
x¡4dx = lim

b!1

∙
1

¡3x
¡3
¸b
1

= lim
b!1

∙
¡1
3
b¡3 +

1

3
(1)¡3

¸
= lim
b!1

µ
¡ 1

3b3
+
1

3

¶
=
1

3

問 次の値を求めよ。(ただし ¸ > 0 ; r > 1)

(1)

Z 1

0
e¡¸xdx =

(2)

Z 1

1

1

x2
dx =

(3)

Z 1

1

1

xr
dx =
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< 広義積分２ >

重積分の広義積分も前のページと同様に考える。

例題 D =
©
(x; y) : x = 0 ; y = 0

ª
に対して

ZZ
D

e¡2x¡3ydxdy を

求めよ。

(解) R > 0 に対し DR =
©
(x; y) : 0 5 x 5 R ; 0 5 y 5 R

ª
とする。ZZ

D

e¡2x¡3ydxdy = lim
R!1

ZZ
DR

e¡2x¡3ydxdy = lim
R!1

Z R

0

e¡2xdx£
Z R

0

e¡3ydy

= lim
R!1

∙
¡1
2
e¡2x

¸x=R
x=0

£
∙
¡1
3
e¡3y

¸y=R
y=0

= lim
R!1

µ
¡1
2
e¡2R +

1

2

¶
£
µ
¡1
3
e¡3R +

1

3

¶
= lim

R!1

µ
¡ 1

2e2R
+
1

2

¶
£
µ
¡ 1

3e3R
+
1

3

¶
=
1

2
£ 1
3
=
1

6

(注) 領域Dがこの例の場合ZZ
D

e¡2x¡3ydxdy =
Z 1

0

Z 1

0

e¡2x¡3ydxdy

と略記する。

問
Z 1

0

Z 1

0

e¡x
2¡y2dxdy を求めたい。 R > 0 に対し

DR =
©
(x; y) : x = 0 ; y = 0 ; x2 + y2 5 R2

ª
とおいて 32ページの結果を使い、Z 1

0

Z 1

0

e¡x
2¡y2dxdy = lim

R!1

ZZ
DR

e¡x
2¡y2dxdy

を計算せよ。
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< 広義積分３ >

積分は微分よりも難しい。たとえば e¡x
2
は微分できるが、不定積分が求まらない。

正確に言うと
R
e¡x

2
dx は初等関数（整関数、分数関数、指数、対数関数、三角関数等）

では表されない。このような関数はたくさんある。たとえば sin x
x
; 1
log x

; e
x

x
など

は不定積分が初等関数では表されない。（くわしくは岩波「数学公式Ⅰ」を参照。）
しかし e¡x

2
の広義積分は計算できる。実はZ 1

¡1
e¡x

2

dx =
p
¼

である。

<証明> 前ページの結果よりZ 1

0

Z 1

0

e¡x
2¡y2dxdy =

¼

4

である。一方　左辺は 36ページと同様に考えるとZ 1

0

Z 1

0

e¡x
2 £ e¡y2 dxdy =

µZ 1

0

e¡x
2

dx

¶
£
µZ 1

0

e¡y
2

dy

¶
=

µZ 1

0

e¡x
2

dx

¶2
であるから µZ 1

0

e¡x
2

dx

¶2
=

¼

4

より Z 1

0

e¡x
2

dx =

p
¼

2

一方 y = e¡x
2
は、右図のように y軸

対称であるからZ 1

0

e¡x
2

dx =

Z 0

¡1
e¡x

2

dx

であるのでZ 1

¡1
e¡x

2

dx = 2£
Z 1

0

e¡x
2

dx = 2£
p
¼

2
=

p
¼

(証明終 )

39



< 広義積分４ >

前ページの結果から

Z 1

¡1
e¡t

2

dt =
p
¼ (¤)

である。

例題
Z 1

¡1

1p
2¼
e¡

x2

2 dx を求めよ。

(解) まず
Z 1

¡1
e¡

x2

2 dx を求める。(¤) の結果を使いたい。¡x2

2
= ¡t2

となるように t をえらぶ。

x2

2
= t2 ) xp

2
= t) x =

p
2t

とおくと
dx

dt
=
p
2 より dx =

p
2dt であるから置換積分で変数変換するとZ 1

¡1
e¡

x2

2 dx =

Z 1

¡1
e¡t

2p
2dt =

p
2

Z 1

¡1
e¡t

2

dt =
p
2¼

よってZ 1

¡1

1p
2¼
e¡

x2

2 dx =
1p
2¼

Z 1

¡1
e¡

x2

2 dt =
1p
2¼
£
p
2¼ = 1

(注) y =
1p
2¼
e¡

x2

2 を 正規分布の密度関数

または 誤差関数 (Error Function)

という。

問 次の積分値を求めよ。（ただし ¸ は正の定数とする）

(1)

Z 1

¡1
e¡

x2

6 dx

(2)

Z 1

¡1
e¡

x2

2¸dx
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